Numerical modelling of electronic structures by Mrovec, Martin
VŠB – Technická univerzita Ostrava
Fakulta elektrotechniky a informatiky
Katedra aplikované matematiky
Numerické modelování
elektronických struktur
Numerical modelling of electronic
structures
2015 Martin Mrovec


Na tomto místeˇ bych rád podeˇkoval prof. RNDr. Zdenˇku Dostálovi, DSc., za vedení této
práce, cˇetné konzultace a za poskytnutí dobrých rad a prˇipomínek k jejímu zpracování.
Další dík patrˇí mé rodineˇ, která mi k sepsání práce poskytla zázemí, klid a pohodu.
Abstrakt
Diplomová práce se zameˇrˇuje na metody modelování elektronických struktur. Uvedeny
jsou základní pojmy kvantové mechaniky, z nichž neˇkteré jsou demonstrovány na mode-
lových prˇíkladech. Dále jsou zde charakterizovány ru˚zné aproximace necˇasové Schrödin-
gerovy rovnice pro vícecˇásticové systémy vcˇetneˇ vybraných numerických metod, které se
k jejímu rˇešení používají. Významnou soucˇástí práce je i implementace vybraných apro-
ximací v Matlabu, na kterou navazují numerické experimenty s jednoduchými reálnými
cˇásticovými systémy, konkrétneˇ s atomem helia a molekulami vodíku, kyslíku a vody.
Neˇkteré experimenty zahrnují srovnání výsledku˚ s nameˇrˇenými hodnotami modelova-
ných velicˇin a je rˇešena i jejich numerická stabilita.
Klícˇová slova: Schrödingerova rovnice, energie základního stavu, vlnová funkce, orbi-
tal, potenciál, elektronické struktury
Abstract
The thesis aims at methods of modelling of electronic structures. There are shown main
concepts of the quantum mechanics and some of them are demonstrated on examples.
Further, there are characterised various approximations of the time-independent Schröd-
inger equation, which describes multi particle systems, and selected numerical methods,
that are usually used to solve it. Significant part of the thesis consists of the implemen-
tation of chosen approximations in the Matlab, which is followed by numerical exper-
iments with real simple particle systems (helium atom, hydrogen, oxygen and water
molecule). Some of the experiments include a comparison between results and measured
values of modelled quantities and it’s dealt with numerical stability.
Keywords: Schrödinger equation, ground state energy, wave function, orbital, potential,
electronic structures
Seznam použitých zkratek a symbolu˚
A−1 – inverzní matice
AH – hermitovsky sdružená matice
AT – transponovaná matice
⟨v1, . . . ,vN ⟩ – lineární obal vektoru˚ v1 až vN
C – množina komplexních cˇísel
N – množina prˇirozených cˇísel
R – množina reálných cˇísel
H10 (0, a) – Sobolevu˚v prostor W
1,2
0 na intervalu (0, a)
Km (A,v0) – Krylovu˚v podprostor dimenze m daný maticí A a vektorem
v0
Ψ(r, t) – cˇasoveˇ závislá vlnová funkce
ρ (r, t) – elektronová hustota náboje
φ (t) – cˇasová cˇást vlnové funkce
ψ (r) – cˇasoveˇ nezávislá vlnová funkce
∇ – gradient
∆ – laplacián (soucˇet druhých derivací podle prostorových pro-
meˇnných)
Hˆ – hamiltonián
Tˆ – operátor kinetické energie
xˆ – operátor polohy
pˆ – operátor hybnosti
d
dx – operátor derivace podle x
∂
∂x – operátor parciální derivace podle x
δ
δf – operátor funkcionální derivace podle funkce f
Aˆ, Bˆ

– komutátor operátoru˚ Aˆ a Bˆ
⟨ψ|ϕ⟩ – skalární soucˇin funkce ψ a ϕ
ψ
Hˆϕ – skalární soucˇin funkce ψ a Hˆϕ
EH – jednotka energie - Hartree EH ≈ 4, 360 · 10−18 J
a0 – Bohru˚v polomeˇr a0 ≈ 0, 529 · 10−10 m
e – elementární elektrický náboj e ≈ 1, 602 · 10−19 C
ℏ – redukovaná Planckova konstanta ℏ ≈ 1, 055 · 10−34J · s
me – hmotnost elektronu me ≈ 9, 109 · 10−31 kg
ε0 – permitivita vakua ε0 ≈ 8, 854 · 10−12 F ·m−1
DFT – teorie funkcionálu hustoty (Density Functional Theory)
GGA – zobecneˇná gradientová aproximace (Generelized Gradient Ap-
proximation)
LDA – aproximace lokální hustoty (Local Density Approximation)
LSDA – aproximace lokální spinové hustoty (Local Spin Density Appro-
ximation)
SCF – iterace selfkonzistentího pole (Self-Consistent Field iteration)
UEG – homogenní elektronový plyn (Uniform Electron Gas)
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61 Úvod
Výpocˇty spojené s modelováním elektronických struktur jsou vzhledem ke své nárocˇ-
nosti významnou soucˇástí výpocˇetního cˇasu superpocˇítacˇových center. Du˚ležité teore-
tické fyzikální poznatky byly ucˇineˇny již v první polovineˇ dvacátého století (kuprˇíkladu
Hartreeho-Fockova aproximace). V druhé polovineˇ dvacátého století byla naprˇíklad za-
vedena teorie funkcionálu hustoty. Nedostatek výpocˇetních prostrˇedku˚ však odsunul
skutecˇný rozmach tohoto veˇdního oboru až do posledních neˇkolika desetiletí. V soucˇasné
dobeˇ dochází ke zdokonalování prˇevážneˇ na úrovni numerických metod a výpocˇetního
výkonu pocˇítacˇu˚. Nicméneˇ u teorie funkcionálu hustoty i nadále vznikají z pohledu fyzi-
kálního nová vylepšení (jsou vytvárˇeny prˇeneˇjší aproximace neˇkterých potenciálu˚, apod).
Elektronické struktury jsou popisovány cˇasovou a necˇasovou Schrödingerovou rov-
nicí, tj. parciálními diferenciálními rovnicemi druhého rˇádu. Vlnové funkce, které rˇeší
tyto rovnice, jsou 3N + 3M promeˇnných, kde N je pocˇet elektronu˚ a M pocˇet nukle-
onu˚ popisovaného systému. Pro prˇesneˇjší popis systému se u každého elektronu navíc
ke trˇem prostrorovým sourˇadnicím uvažuje ješteˇ jedna - spin. Vezmeme-li v úvahu, že
i relativneˇ malé systémy mohou být tvorˇeny desítkami elektronu˚, stávají se tyto rov-
nice numericky v podstateˇ nerˇešitelné. Na rˇadu pak prˇicházejí ru˚zné aproximace, které
kuprˇíkladu neuvažují pozice nukleonu˚ jako promeˇnné nebo jdou ješteˇ dále a pu˚vodneˇ
3N dimenzionální problém prˇevádí na N trˇídimezionálních. Hlavním cílem práce je tyto
aproximace charakterizovat, vybrané implementovat a otestovat na prˇíkladech.
Práce je rozdeˇlena do neˇkolika kapitol, kde se od základních pojmu˚ a jednoduchých
prˇíkladu˚ postupneˇ prˇechází až k numerické realizaci úloh popisujících reálné cˇásticové
systémy. V první kapitole se seznámíme s du˚ležitými pojmy a principy kvantové me-
chaniky, které budou v dalších cˇástech práce používány. V kvantové fyzice je zvykem
používat urcˇité znacˇení naprˇ. pro skalární soucˇiny. Acˇkoliv se v matematice používá no-
tace mírneˇ odlišná, bude se práce pro konzistentnost s prˇíbuznými publikacemi snažit
držet co nejvíce fyzikálního znacˇení. Ve druhé kapitole se podíváme na rˇešení jednodu-
ché úlohy se Schrödingerovou rovnicí, jednocˇásticový systém zvaný potenciálová jáma.
Zde si porovnáme analytické a numerické rˇešení v jedné a ve trˇech dimenzích. Cílem
kapitoly je demonstrovat vybrané jevy a pojmy z kapitoly první. Trˇetí kapitola se bude
ve strucˇnosti veˇnovat numerickým metodám, kterých lze prˇi modelování elektronických
struktur využít. Není však cílem zaobírat se detaily jako je rychlost konvergence nebo
odhady chyb, jedná se spíše o urcˇitý prˇehled. Následující kapitola se již zabývá reálnými
vícecˇásticovými systémy a Schrödingerovou rovnicí popisující daný problém. Charakte-
rizovány jsou jednotlivé aproximace Schrödingerovy rovnie a jsou zde i naznacˇeny prin-
cipy, na základeˇ nichž byly aproximace odvozeny. Poslední kapitola je veˇnována imple-
mentaci neˇkterých aproximací s použitím vybraných numerických metod. Diskutovány
jsou rovneˇž problémy, které jsou s implementací spojeny. Na záveˇr jsou provedeny nu-
merické experimenty na jednoduchých cˇásticových systémech.
72 Kvantová mechanika
V úvodní cˇásti se seznámíme se základními pojmy a principy kvantové mechaniky,
které budeme v práci používat.
2.1 Vlnová funkce
Uvažujme kvantoveˇ mechanický systém sestávající z jedné cˇástice. Takový systém je
jednoznacˇneˇ popsán tzv. vlnovou funkcí
Ψ(r, t) = Ψ (x, y, z, t) , (2.1)
Jedná se o komplexní funcki trˇí prostorových a jedné cˇasové reálné promeˇnné. Dále jsou
na tuto funkci kladeny požadavky, aby byla spojitá, omezená, jednoznacˇná a kvadraticky
integrabilní. Samotná vlnová funkce nemá zvláštní fyzikální význam. Naopak, funkce
definovaná jako
ρ (r, t) = |Ψ(r, t)|2 , (2.2)
již má význam hustoty pravdeˇpodobnosti výskytu cˇástice v bodeˇ r a cˇase t. Pravdeˇpo-
dobnost výskytu cˇástice v oblasti Ω ⊂ R3 v cˇase t urcˇíme jako
Ω
ρ (r, t) d3r. (2.3)
Integrujeme-li prˇes celý prostor, musí být v libovolném cˇase t splneˇna tzv. normovací
podmínka
⟨Ψ|Ψ⟩ =

R3
Ψ∗ (r, t)Ψ (r, t) d3r =

R3
|Ψ(r, t)|2 d3r =

R3
ρ (r, t) d3r = 1, (2.4)
neboli pravdeˇpodobnost výskytu cˇástice v celém prostoru musí být nutneˇ rovna 1. Ana-
logicky lze definovat vlnovou funkci pro vícecˇásticové sytémy. Kvantoveˇ mechanický
systém sestávající z N cˇástic je popsán vlnovou funkcí
Ψ(r1, r2, . . . , rN , t) = Ψ (x1, y1, z1, . . . , xN , yN , zN , t) . (2.5)
Jedná se tedy o funkci 3N prostorových promeˇnných a jedné cˇasové promeˇnné. Jestliže
se systém skládá z nerozlišitelných cˇástic (konkrétneˇ fermionu˚, což jsou naprˇíkald elek-
trony), je vlnová funkce antisymetrická, tj.
Ψ(. . . , ri, . . . , rj , . . . , t) = −Ψ(. . . , rj , . . . , ri, . . . , t) . (2.6)
To znamená, že vymeˇní-li si dveˇ cˇástice své pozice, zmeˇní se znaménko vlnové funkce.
Pokud by se dveˇ cˇástice nacházely na identické pozici, musí být díky antisymetrii vl-
nová funkce nulová. Dveˇ cˇástice se tedy nemohou nacházet ve stejném bodeˇ prostoru.
Tato vlastnost souvisí s Pauliho vylucˇovacím principem, který rˇíká, že žádné dveˇ cˇástice
8(fermiony) se nemohou nacházet ve stejném kvantovém stavu. Obdobneˇ jako v jednocˇás-
ticovém prˇípadeˇ lze zavést funkci
ρ (r1, r2, . . . , rN , t) = |Ψ(r1, r2, . . . , rN , t)|2 . (2.7)
Jedná se o sdruženou hustotu pravdeˇpodobnosti výskytu cˇástic na jednotlivých pozicích
v cˇase t. Pravdeˇpodobnost výskytu cˇástice 1 v oblasti Ω1, cˇástice 2 v oblasti Ω2, atd., lze
urcˇit jako
P (r1 ∈ Ω1, . . . , rN ∈ ΩN ) =

Ω1
· · ·

ΩN
ρ (r1, r2, . . . , rN , t) d
3r1 · · · d3rN . (2.8)
Opeˇt zde platí normovací podmínka vlnové funkce, neboli
P

r1 ∈ R3, . . . , rN ∈ R3

=

R3
· · ·

R3
ρ (r1, r2, . . . , rN , t) d
3r1 · · · d3rN = 1, (2.9)
a to v libovolném cˇase t. Vlnovou funkci lze dále rozširˇovat o další promeˇnné. Naprˇí-
klad, zabýváme-li se elektronovým obalem, vystupuje zde u káždé cˇástice také její spin.
Narozdíl od klasické mechaniky, kde velicˇiny popisující stav systému jsou lokálního cha-
rakteru, je vlnová funkce globální. Pokud se vlnová funkce zmeˇní (naprˇíklad provede-
ním meˇrˇení), dochází ke zmeˇneˇ ve všech místech prostoru soucˇasneˇ. Tento jev mu˚že být
na první pohled v rozporu s relativitou, která rˇíká, že informace se mu˚že šírˇit maximálneˇ
rychlostí sveˇtla. Nicméneˇ reálneˇ není možné urcˇit, v jakém stavu se systém bude nachá-
zet po provedení meˇrˇení (viz další podkapitoly), proto zde nedochází k šírˇení konkrétní
informace.
V dalších cˇástech textu se budeme setkávat s vlnovými funkcemi, které mohou i ne-
musí zahrnovat cˇasovou promeˇnnou. Pro prˇehlednost jejich znacˇení odlišíme. Bude-li vl-
nová funkce zahrnovat cˇasovou promeˇnnou, bude znacˇena velkým písmenem Ψ. V opacˇ-
ném prˇípadeˇ ji oznacˇíme malým písmenem ψ.
2.2 Hamiltonián
Každé meˇrˇitelné fyzikální velicˇineˇ je prˇirˇazen operátor pu˚sobící na vlnovou funkci.
V kvantové mechanice vyžadujeme, aby tyto operátory byly lineární a symetrické cˇi her-
mitovské. Operátory se obvykle znacˇí strˇíškou nad symbolem velicˇiny. Naprˇíklad operá-
tory polohy (v prˇípadeˇ jednocˇásticového systému) mají následující tvar
xˆΨ = xΨ, yˆΨ = yΨ, zˆΨ = zΨ (2.10)
a operátor hybnosti
pˆΨ = −iℏ∇Ψ, (2.11)
kde i je imaginární jednotka. Operátory v kvantové mechanice obecneˇ nejsou komuta-
tivní. Jednoduchým prˇíkladem je složení x-ové složky operátoru polohy s x-ovou slož-
kou operátoru hybnosti:
xˆpˆxΨ = −iℏx∂Ψ
∂x
, pˆxxˆΨ = −iℏx

∂Ψ
∂x
+Ψ

, (2.12)
9Pro urcˇení komutativity operátoru˚ se zavádí tzv. komutátor, což je operátor definovaný
prˇepisem 
Aˆ, Bˆ

= AˆBˆ − BˆAˆ. (2.13)
Je-li komutátor nulový, znamená to, že operátory komutují. Kuprˇíkladu komutátor ope-
rátoru˚ v prˇedchozím prˇíkladu je roven
[xˆ, pˆx] = iℏ. (2.14)
Velmi du˚ležitý je operátor kinetické energie, jenž je definován jako
Tˆ =
pˆ2
2m
= − ℏ
2
2m
∆ . (2.15)
Uvažujeme-li cˇástici pohybující se v potenciálovém poli, je operátorem její celkové ener-
gie tzv. Hamiltonián
Hˆ = Tˆ + V = − ℏ
2
2m
∆+V (2.16)
(jedná se o hermitovský operátor na Hilbertoveˇ prostoru vlnových funkcí), kde V je po-
tenciál pole, v neˇmž se cˇástice pohybuje. Obecneˇ je závislý na poloze cˇástice i na cˇase.
2.3 Meˇrˇení v kvantové mechanice a kvantování
Uved’me si další vlastnosti, které odlišují kvantovou mechaniku od mechaniky kla-
sické. Jediné hodnoty, které mu˚žeme obdržet prˇi meˇrˇení meˇrˇitelné velicˇiny, jsou vlastní
cˇísla Ai, i ∈ I prˇíslušného operátoru Aˆ, která splnˇují rovnost
Aˆψi = Aiψi. (2.17)
Symbol I zde oznacˇuje množinu indexu˚. Ta má bud’ konecˇný, nebo nekonecˇný (I = N)
pocˇet prvku˚ v závislosti na typu úlohy. Vlastním cˇíslu˚m Ai prˇísluší vlastní funkce ψi.
Tento jev nazýváme kvantování. Meˇrˇení v kvantové mechanice totiž prˇímo ovlivnˇuje stav
systému. Prˇedpokládejme, že funkce ψi tvorˇí ortonormální bázi prˇíslušného Hilbertova
prostoru. Pak lze libovolnou funkci v tomto prostoru zapsat jako
ψ =

i∈I
Ciψi, ∀i ∈ I : Ci ∈ C. (2.18)
Rˇekneˇme, že se systém náchází v pocˇátecˇním stavu daném normovanou vlnovou funkcí
ψ. Provedeme-li meˇrˇení, nameˇrˇíme urcˇitou hodnotu Ai. Meˇrˇením rovneˇž dojde k redukci
vlnové funkce, která je nyní rovna ψi. Opeˇtovným meˇrˇením již dosáhneme stejné hod-
noty Ai a vlnová funkce se dále nemeˇní. Explicitneˇ nejsme schopni urcˇit, jakou hodnotu
velicˇiny po prvním meˇrˇení získáme. Pokud však známe pocˇátecˇní stav systému, lze urcˇit,
s jakou pravdeˇpodobností danou hodnotu nameˇrˇíme. Ta je rovna
pi = |Ci|2 . (2.19)
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Strˇední hodnota velicˇiny A je dána vztahem
A =

ψ
Aˆψ = 
R3
· · ·

R3
ψ∗ (r1, . . . , rN , t) Hˆψ (r1, . . . , rN , t) d3r1 · · · d3rN . (2.20)
Prˇi znalosti koeficientu˚ rozvoje Ci a vlastních cˇísel Ai ji mu˚žeme urcˇit také jako
A =

i∈I
CiAi (2.21)
Máme li k dispozici M systému˚ se stejným pocˇátecˇním stavem, pak po provedení meˇrˇení
mu˚žeme ocˇekávat pocˇet systému˚ s danou hodnotou meˇrˇitelné velicˇiny prˇibližneˇ roven
Mi ≈ piM, (2.22)
zvlášteˇ pak pro velká M . Bohužel prˇi neznalosti pu˚vodního stavu ψ nejsme i prˇi veˇtším
pocˇtu meˇrˇení tento stav zpeˇtneˇ urcˇit. Z výsledku˚ meˇrˇení sice dostaneme pravdeˇpodob-
nosti pi, z teˇch ale urcˇíme pouze absolutní hodnoty koeficientu˚ rozvoje Ci. Nemáme však
žádnou informaci o jejich argumentech.
2.4 Schrödingerova rovnice
Meˇjme jednocˇásticový systém a oblast Ω, ve které se cˇástice pohybuje. Dále je zadán
v cˇase t0 pocˇátecˇní stav vlnovou funkcí
Ψ(r, t0) = ψ0 (r) ∀r ∈ Ω. (2.23)
Cˇasový vývoj takového systému je popsán cˇasovou Schrödingerovou rovnicí
HˆΨ(r, t) = iℏ
∂Ψ(r, t)
∂t
, (2.24)
kde i znacˇí imaginární jednotku. Jestliže se jedná o cˇástici pohybující se v potenciálovém
poli s hamiltoniánem (2.16), mu˚žeme tuto rovnici zapsat jako
− ℏ
2
2m
∆Ψ(r, t) + V (r, t)Ψ (r, t) = iℏ
∂Ψ(r, t)
∂t
. (2.25)
Jedná se o evolucˇní parciální diferenciální rovnici druhého rˇádu. Tato rovnice je nerela-
tivistická. Neslucˇitelnost obecné relativity s kvantovou teorií je jeden z nejveˇtších pro-
blému˚ soucˇasné fyziky, avšak existují ru˚zné metody, jak do hamiltoniánu zahrnout ale-
sponˇ relativitu speciální (viz naprˇ. [2]).
2.4.1 Necˇasová Schrödingerova rovnice
Prˇedpokládejme, že potenciál v rovnici (2.25) závisí pouze na prostorové promeˇnné r.
To znamená, že hamiltonián je cˇasoveˇ nezávislý. Nyní provedeme separaci promeˇnných.
Prˇedpokládejme rˇešení ve tvaru
Ψ(r, t) = ψ (r)φ (t) . (2.26)
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Dosazením do cˇasové Schrödingerovy rovnice a úpravou dostaneme rovnost
Hˆψ (r)
ψ (r)
= iℏ
∂φ(t)
∂t
φ (t)
. (2.27)
Levá strana rovnice nezávisí na cˇase a pravá strana nezávisí na prostorových promeˇn-
ných. Proto obeˇ strany rovnice položme rovny konstanteˇ E. Levá strana nám po úpraveˇ
prˇejde na rovnici
Hˆψ (r) = Eψ (r) . (2.28)
Tuto rovnici nazýváme necˇasovou Schrödingerovou rovnicí. Její rˇešení jsou vlastní funkce
ψn (r) hamiltoniánu Hˆ a jsou díky normování urcˇena jednoznacˇneˇ. Teˇmto funkcím prˇí-
sluší vlastní cˇísla En, která zde vystupují jako energie cˇástice (Projevuje se zde kvanto-
vání, o kterém bylo psáno výše). Každé vlastní funkci ψn (r) a vlastnímu cˇíslu En náleží
rˇešení cˇasové cˇásti rovnice
iℏ
∂φn (t)
∂t
= Enφn (t) (2.29)
(i znacˇí imaginární jednotku), které je rovno1
φn (t) = Ne
−Eniℏ t. (2.30)
Soucˇinem rˇešení cˇasové cˇásti rovnice a necˇasové cˇásti získáme stacionární stavy
Ψn (r, t) = ψn (r)φn (t) = ψn (r) e
−Eniℏ t. (2.31)
Pokud provedeme na kvantoveˇ mechanickém systému meˇrˇení, pu˚vodní vlnová funkce
Ψ(r, t) se zredukuje do jednoho z teˇchto stavu˚. Pu˚vodní vlnovou funkci, tedy rˇešení cˇa-
sové Schrödingerovy rovnice, lze vyjádrˇit jako soucˇet
Ψ(r, t) =

n∈I
Cnψn (r) e
−Eniℏ t. (2.32)
KoeficientyCn jsou dány jednoznacˇneˇ, jelikož je zadána pocˇátecˇní podmínka. Dále uved’me,
že jakmile dojde k redukci vlnové funkce, hustota pravdeˇpodobnosti výskytu cˇástice
ρn (r, t) = |Ψn (r, t)| = |ψn (r)| = ρn (r) (2.33)
nezávisí na cˇase. Prˇed provedením meˇrˇení se obecneˇ meˇnit v cˇase mu˚že, tato vlastnost
však není prˇímo pozorovatelná.
2.5 Atomové jednotky
Prˇi rˇešení Schrödingerovy rovnice není vhodné používat jednotky SI. Velikost atomu
se pohybuje mezi 50 a 520 pm, což je rˇádoveˇ 10−11 m. Energetické hladiny, na nichž se
elektron nachází v elektronovém obalu atomu, nabývají energie v rˇádech eV, tedy 10−19 J.
1symbol e v podkapitole 2.4.1 znacˇí Eulerovo cˇíslo
12
Naopak vlnové funkce a tedy i hustoty pravdeˇpodobnosti výskytu cˇástice na velmi malé
oblasti nabývají vysokých hodnot. Numerické výpocˇty by v takové situaci byly znacˇneˇ
neprˇesné cˇi nestabilní. Proto se zavádí tzv. atomové jednotky. Jednotkou délky je Bohru˚v
polomeˇr a0. Jeho velikost je rovna
a0 =
4πε0ℏ2
mee2
m ≈ 0, 529 · 10−10m. (2.34)
Jednotokou energie je Hartree a znacˇí se EH . Tato energie je rovna
EH =
mee
4
(4πε0ℏ)2
J. (2.35)
Necˇasovou Schrödingerovu rovnici pro cˇástici pohybující se v potenciálovém poli zapí-
šeme v atomových jednotkách jako
−1
2
∆+V (r)

ψ (r) = Eψ (r) . (2.36)
V dalších kapitolách se seznámíme s neˇkolika druhy potenciálu˚. Budou uvedeny jak
v atomových jednotkách tak v jednotkách SI (v mnohé literaturˇe se vyskytuje práveˇ zá-
pis v jednotkách SI). Následné výpocˇty budou provádeˇny výhradneˇ v atomových jednot-
kách.
2.6 Orbitaly
Vlnovou funkci ψi, jež popisuje výskyt jednoho elektronu v zadané oblasti, nazýváme
orbitalem. Každému orbitalu prˇísluší hodnota energie Ei. Acˇkoliv je orbital prostoroveˇ
neohranicˇený (vlnová funkce je definována na celém R3), bývá hodnota vlnové funkce
zpravidla vyobrazena pouze v bodech, kde hustota pravdeˇpodobnosti prˇesahuje urcˇitou
hodnotu ε. Proto se pojem orbital též využívá k oznacˇení oblasti, ve které je pravdeˇ-
podobnost výskytu cˇástice veˇtší než zadaná mez (obvykle 0, 95 cˇi 0, 99). Hranici oblasti
pak tvorˇí vrstevnice vlnové funkce o hodnoteˇ ε. Každý orbital je v trojrozmeˇrném pro-
storu urcˇen trˇemi kvantovými cˇísly a mu˚že být obsazen jedním elektronem. Uvažujeme-
li cˇtvrté kvantové cˇíslo (spin), mu˚že být orbital obsazen až dveˇma elektrony (prˇesneˇji,
jedná se o dva orbitaly se stejnou vlnovou funkcí, kdy jsou elektrony odlišeny spinem).
Prˇi numerických výpocˇtech kvantová cˇísla neurcˇíme, obdržíme pouze hodnoty energie.
Mu˚že se stát, že jedné energetické hladineˇ odpovídá více lineárneˇ nezávislých funkcí.
Pak hovorˇíme o degenerovaných stavech (prˇíklad je uveden v kapitole 3.2). U neˇkterých
jednoduchých cˇásticových systému˚ známe i analytické prˇedpisy pro vlnové funkce orbi-
talu˚, naprˇ. u atomu vodíku (viz [2]). S analyticky vypocˇtenými orbitaly se v práci ješteˇ
setkáme. Budeme je používat jako pocˇátecˇní aproximace neˇkterých metod.
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3 Simulace jednocˇásticových systému˚
Než se pustíme do simulací reálných elektronických struktur, ukážeme si jejich zjed-
nodušené modely, u kterých známe i analytické rˇešení. Na teˇchto modelech je možné
pozorovat vlastnosti kvantové mechaniky, které jsme uvedli v prˇedchozí kapitole (kvan-
tování, degenerované stavy, apod.). Aplikujeme zde i vhodné numerické metody, jež pak
užijeme pro rˇešení složiteˇjších problému˚. Uvedeme si zde nekonecˇneˇ hlubokou potenci-
álovou jámu, a to v jednorozmeˇrné i v trojrozmeˇrné verzi. Vlastností potenciálových jam
je, že mohou zachytávat volneˇ se pohybující cˇástice. Potenciálová jáma je obecneˇ oblast
s nižším potenciálem, než mimo tuto oblast. Nekonecˇneˇ hluboká potenciálová jáma je
zadána na omezené n-rozmeˇrné oblasti Ω tak, že uvnitrˇ oblasti a na hranici je hodnota
potenciálu nulová, vneˇ nabývá nekonecˇné hodnoty (V →∞). Acˇkoliv se jedná o urcˇitou
ideailzaci a nekonecˇneˇ hlubokou potenciálovou jámu nelze reálneˇ vytvorˇit, s potenciálo-
vými jámami s konecˇnou hodnotou potenciálu vneˇ jámy se beˇžneˇ setkáváme naprˇíklad
u polovodicˇu˚.
3.1 Jednorozmeˇrná potenciálová jáma
V prˇípadeˇ jednorozmeˇrné potenciálové jámy uvažujeme uzavrˇený interval ⟨0, a⟩ na ose
x. Na tomto intervalu je hodnota potenciální energie V nulová, mimo tento interval na-
bývá nekonecˇné hodnoty. Jednoduše rˇecˇeno cˇástice se mu˚že pohybovat pouze na inter-
valu ⟨0, a⟩. O stacionární cˇásti vlnové funkce mimo tento interval tak mu˚žeme rˇíci, že
je rovna 0. Vzhledem k tomu, že prˇedpokládáme spojitost vlnové funkce ψ, dostáváme
okrajové podmínky
ψ (0) = ψ (a) = 0. (3.1)
Hamiltonián s nulovým potenciálem nabývá na intervalu (0, a) tvaru
Hˆ = − ℏ
2
2m
d2
dx2
, (3.2)
v atomových jednotkách
Hˆ = −1
2
d2
dx2
. (3.3)
Cílem je tedy vyrˇešit jednorozmeˇrnou okrajovou úlohu −
1
2
d2ψ(x)
dx2
= Eψ (x) na (0, a) ,
ψ (0) = 0,
ψ (a) = 0.
(3.4)
Jedná se o úlohu na nalezení vlastních cˇísel E a prˇíslušných vlastních funkcí ψ. Spektrum
operátoru mu˚že být spojité cˇi diskrétní. V prˇípadeˇ diskrétního energetického spektra ho-
vorˇíme o vázaných stavech. Pokud je spektrum spojité, jedná se o volnou cˇástici. Obecneˇ
mu˚že být energetické spektrum cˇastice zcˇásti diskrétní a zcˇásti spojité (cˇástice je prˇi ur-
cˇité energii vázána a po dodání dostatecˇného množství energie se uvolní). Zde má cˇástice
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pouze diskrétní energetické spektrum, jelikož prˇi žádné hodnoteˇ energie se nemu˚že vy-
vázat. Prˇi rˇešení úlohy vycházíme z prˇedpokladu že energie cˇástice je kladná. Rˇešení je
pak ve tvaru
ψ (x) = A cos (kx) +B sin (kx) , (3.5)
kde A,B jsou komplexní konstanty a
k2 = 2E. (3.6)
Po dosazení první okrajové podmínky urcˇíme hodnotu jedné z konstant:
ψ (0) = 0 ⇒ A = 0 ⇒ ψ (x) = B sin (kx) . (3.7)
Po dosazení druhé pocˇátecˇní podmínky dostáváme rovnost
sin (ka) = 0. (3.8)
Ta je splneˇna pro všechna
kn =
π
a
n, n ∈ N. (3.9)
Prˇípustné energetické hladiny, neboli vlastní cˇísla dané úlohy, jsou tak dány vztahem
En =
π2n2
2a2
. (3.10)
Energie cˇástice je tedy kvantována (nabývá diskrétních hodnot). Hodnotu energie s kvan-
tovým cˇíslem n = 1 nazýváme energií základního stavu. Další stavy se nazývají excito-
vané a lze jich dosáhnout dodáním urcˇitého množství energie naprˇíklad ve formeˇ fotonu.
Jednotlivým stavu˚m odpovídají vlnové funkce
ψn (x) = B sin
πxn
a

, n ∈ N. (3.11)
Hodnotu konstanty B urcˇíme z požadavku, že druhá mocnina absolutní hodnoty vlnové
funkce je hustotou pravdeˇpodobnosti. To je splneˇno pro
B =

2
a
. (3.12)
Konecˇný tvar vlnové funkce ψ (x) vypadá následovneˇ:
ψn (x) =

2
a
sin
πxn
a

, n ∈ N. (3.13)
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3.1.1 Rˇešení cˇasové cˇásti pro potenciálovou jámu
Cˇasová cˇást vlnové funkce rˇeší diferenciální rovnici
iℏ
dφ (t)
dt
= Eφ (t) , (3.14)
v atomových jednotkách
i
dφ (t)
dt
= Eφ (t) , (3.15)
Jednoduchou separací promeˇnných urcˇíme rˇešení2
φ(t) = Ce−iEnt, (3.16)
kde C je libovolná konstanta. Jelikož již známe prˇípustné energetické hladiny, mu˚žeme
psát
φn(t) = Cne
−iEnt. (3.17)
3.1.2 Obecné rˇešení
Obecné rˇešení Schrödingerovy rovnice získáme zpeˇtným dosazením prˇedchozích vý-
sledku˚, tedy3
Ψ(x, t) =
∞
n=1
Dn

2
a
sin
πxn
a

e−iEnt, (3.18)
kde Dn jsou takové konstanty, pro než platí
∞
n=1
|Dn| = 1, (3.19)
což odpovídá požadavku normování vlnové funkce. Jejich hodnoty lze urcˇit, máme-li
zadanou pocˇátecˇní podmínku pro vlnovou funkci, integrací
Dn =
 a
0
ψ∗n (x)Ψ (x, 0) dx. (3.20)
V další cˇásti kapitoly se budeme zajímat prˇevážneˇ o jednotlivé vlastní funkce a prˇíslušné
hustoty pravdeˇpodobnosti a nebudeme zkoumat vývoj systému v cˇase. Proto již nebu-
deme rˇešení cˇasové cˇásti uvažovat.
3.1.3 Numerické rˇešení
Jednorozmeˇrnou necˇasovou Schrödingerovu rovnici budeme nyní rˇešit numericky a
toto rˇešení srovnáme s analytickým.
2Symbol e znacˇí v podkapitole 3.1.1 Eulerovo cˇíslo
3Symbol e znacˇí v podkapitole 3.1.2 Eulerovo cˇíslo
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3.1.3.1 Variacˇní formulace Prˇi odvození variacˇní formulace vyjdeme z diferenciální
formulace dané úlohy
(D)

−12 d
2ψ(x)
dx2
= Eψ (x) ,
ψ(0) = ψ(a) = 0.
(3.21)
Zaved’me prostor testovacích funkcí
V = H10 (0, a) . (3.22)
Po prˇenásobení funkcí v ∈ V a následné integraci rovnice platí
−1
2
d2ψ (x)
dx2
v (x) = Eψ (x) v (x) , (3.23)
 a
0
−1
2
d2ψ (x)
dx2
v (x) dx =
 a
0
Eψ (x) v (x) dx. (3.24)
Integrací per partes dostáváme
−1
2
dψ (x)
dx
(x) v (x)
a
0
+
 a
0
1
2
dψ (x)
dx
dv (x)
dx
dx =
 a
0
Eψ (x) v (x) dx. (3.25)
Protože v (0) = v(a) = 0, první cˇlen prˇedchozí rovnice je nulový a tedy a
0
1
2
dψ (x)
dx
dv (x)
dx
dx =
 a
0
Eψ (x) v (x) dx. (3.26)
Dostáváme tak variacˇní formulaci
(V)

Hledáme dvojice E ∈ R, ψ ∈ U :
b(ψ, v) = Ec(ψ, v), ∀v ∈ V, (3.27)
kde U = H10 (0, a) = V ,
b(ψ, v) =
 a
0
1
2
dψ (x)
dx
dv (x)
dx
dx, (3.28)
c(ψ, v) =
 a
0
ψ (x) v (x) dx. (3.29)
3.1.3.2 Galerkinova metoda Úlohu (V) budeme rˇešit Galerkinovou metodou. Uva-
žujme konecˇneˇ dimenzionální podprostor Vn ⊂ V
Vn = ⟨e1(x), . . . , en(x)⟩ . (3.30)
Nebudeme hledat prˇesné rˇešení, ale pouze jeho aproximaci na prostoru Vn. Oznacˇme ψn
projekci ψ do Vn. Dostáváme tak novou úlohu
(G)

Hledáme dvojice E ∈ R, ψn ∈ Vn
b(ψn, vn) = Ec(ψn, vn), ∀vn ∈ Vn. . (3.31)
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Funkci ψn vyjádrˇeme jako lineární kombinaci bázových funkcí prostoru Vn:
ψn (x) =
n
i=1
αiei(x), αi ∈ R. (3.32)
Rovneˇž funkci vn mu˚žeme zapsat jako lineární kombinaci
vn (x) =
n
i=1
βiei(x), βi ∈ R. (3.33)
Dosazením do (3.31) dostaneme soustavu rovnic
∀i ∈ {1, . . . , n} : b(
n
j=1
αjej , ei) = Ec(
n
j=1
αjej , ei). (3.34)
Tuto soustavu lze zapsat i maticoveˇ. Zavedeme-li matice B a C
Bi,j = b(ej , ei) =
 a
0
k
dej(x)
dx
dei(x)
dx
dx (3.35)
Ci,j = c(ej , ei) =
 a
0
ej(x)ei(x)dx (3.36)
mu˚žeme prˇedchozí soustavu prˇepsat do tvaru
Bα = ECα, (3.37)
kde α je vektor neznámých koeficientu˚ αi. Matice B a C jsou symetrické. To vyplývá
ze symetrie bilineárních forem b a c.
3.1.3.3 Volba báze Ukážeme si zde dveˇ možnosti, jak volit bázové funkce prostoru
Vn. Nejprve zvolíme konecˇnou bázi tvorˇenou funkcemi
ei = sin

iπx
a

, i ∈ {1, . . . , N} . (3.38)
Matice B a C budou v tomto prˇípadeˇ diagonální. Platí totiž
c(ei, ei) =
 a
0
sin2
iπx
a
dx =
 a
0
1− cos 2iπxa
2
dx =
1
2

x− a sin
2iπx
a
2iπ
a
0
=
a
2
, (3.39)
c(ei, ej) =
 a
0
sin
iπx
a
· sin jπx
a
dx
per partes
=

−a · cos
iπx
a sin
jπx
a
iπ
a
0  
0
+
+
j
i
 a
0
cos
iπx
a
· cos jπx
a
dx
per partes
=
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=
j
i

a · sin iπxa cos jπxa
iπ
a
0  
0
+
j2
i2
 a
0
sin
iπx
a
· sin jπx
a
dx⇒ b(ei, ej) = 0, pro i ̸= j, (3.40)
b(ei, ei) =
i2π2
2a2
 a
0
cos2
iπx
a
dx =
i2π2
2a2
 a
0
1 + cos 2iπxa
2
dx =
=
i2π2
4a2

x+
a sin 2iπxa
2iπ
a
0
=
i2π2
4a
, (3.41)
b(ei, ej) =
ijπ2
2a2
 a
0
cos
iπx
a
· cos jπx
a
dx = 0, pro i ̸= j, (3.42)
neboli bázové funkce jsou ortogonální. MaticeC−1B je rovneˇž diagonální, takže její vlastní
cˇísla se nachází prˇímo na diagonále. Jejich hodnoty jsou
Ei =
b (i, i)
c (i, i)
=
i2π2
4a
· 2
a
=
i2π2
2a2
. (3.43)
Ty jsou rovny hodnotám uvedeným ve vztahu (3.10). Vlastní vektory jsou vektory stan-
dardní báze. Bázové funkce ei tak prˇímo odpovídají vlnovým funkcím ψ (x). Nalezli jsme
tedy takovou bázi, která vede k prˇesnému rˇešení. Prˇi rˇešení složiteˇjších vícerozmeˇrných
systému˚ elektronu˚ se nám bázi s konecˇným pocˇtem funkcí, která by vedla k prˇesnému
rˇešení, obvykle nepodarˇí najít. Vzhledem k tomu, že hamiltonián mu˚že obsahovat mimo
laplacián i další cˇleny, budou matice B a C obecneˇ husté a omezuje se tak možný pocˇet
bázových funkcí. Jinou cestou k rˇešení problému jsou bázové funkce, kterých využívá
metoda konecˇných prvku˚. Rozdeˇlme interval ⟨0, a⟩ na n−1 dílku˚ o délce h (ekvidistantní
deˇlení). Potom prvky báze jsou po cˇástech lineární funkce dané prˇedpisem
e1 (x) =
 − 1h(x− x2), x ∈ ⟨x1, x2⟩ ,
0, jinak,
(3.44)
∀i ∈ {2, . . . , n− 1} : ei (x) =

1
h(x− xi−1), x ∈ ⟨xi−1, xi⟩ ,
− 1h(x− xi+1), x ∈ ⟨xi, xi+1⟩ ,
0, jinak,
(3.45)
en (x) =

1
h(x− xn−1), x ∈ ⟨xn−1, xn⟩ ,
0, jinak.
(3.46)
Matice B a C sestavíme z lokálních matic Bp a Cp pro každý interval ⟨xp, xp+1⟩, kde
p ∈ {1, . . . , n− 1}. Lokální matice jsou rovny
Bp =
1
2
  xpxp−1 dep−1(x)dx 2dx  xpxp−1 dep−1(x)dx dep(x)dx dx xp
xp−1
dep(x)
dx
dep−1(x)
dx dx
 xp
xp−1

dep(x)
dx
2
dx
 = 1
2h

1 −1
−1 1

, (3.47)
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Cp =
  xp
xp−1 (ep−1 (x))
2dx
 xp
xp−1 ep−1 (x) ep (x)dx xp
xp−1 ep (x) ep−1 (x)dx
 xp
xp−1 (ep (x))
2dx

=
h
6

2 1
1 2

. (3.48)
Secˇtením lokálních prˇíspeˇvku˚ dostaneme globální matice
B = 1
2h

1 −1
−1 2 −1
−1 . . . . . .
. . . . . . −1
−1 2 −1
−1 1

, (3.49)
C = h
6

2 1
1 4 1
1
. . . . . .
. . . . . . 1
1 4 1
1 2

. (3.50)
Hodnoty v krajních uzlech jsou nám známy, proto prˇíslušné bázové funkce nemusíme
v maticích uvažovat. To zarˇídíme vynecháním prvních a posledních rˇádku˚ a sloupcu˚:
B =
1
2h

2 −1
−1 2 . . .
. . . . . . −1
−1 2
 , (3.51)
C =
h
6

4 1
1 4
. . .
. . . . . . 1
1 4
 . (3.52)
3.1.3.4 Realizace výpocˇtu˚ Zvolme délku intervalu a = 2. To odpovídá prˇibližneˇ ve-
likosti atomu vodíku. Cílem je aproximovat prvních 5 energetických hladin a prˇísluš-
ných vlastních funkcí. Požadovaný pocˇet energetických hladin je zárovenˇ minimálním
pocˇtem bázových funkcí, které musíme použít. Proved’me experiment s 5, 10 a 20 bá-
zovými funkcemi. Vlastní cˇísla a vlastní vektory vypocˇteme v Matlabu pomocí funkce
eig (). Podívejme se nejprve na vlastní cˇísla, tedy energetické hladiny potenciálové jámy.
Výsledky výpocˇtu jsou znázorneˇny v tabulce 1 a na obrázku 1.
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cˇíslo energetické hladiny analytické rˇešení
pocˇet bázových funkcí
5 10 20
1 1, 2337 1, 2621 1, 2421 1, 2360
2 4, 9348 5, 4000 5, 0704 4, 9717
3 11, 1033 13, 5000 11, 7978 11, 2909
4 19, 7392 27, 0000 21, 9635 20, 3350
5 30, 8425 44, 4302 36, 3322 32, 3057
Tabulka 1: Závislost prˇesnosti výpocˇtu energetických hladin na diskretizaci
Obrázek 1: Závislost prˇesnosti výpocˇtu energetických hladin na diskretizaci
Z grafu i tabulky je patrné, že jsou nejlépe aproximována v absolutní hodnoteˇ nejmenší
vlastní cˇísla. Tato skutecˇnost je pro nás výhodná, jelikož se veˇtšinou zabýváme energií
základního stavu (první energetickou hladinou) a prˇípadneˇ neˇkolika excitovanými stavy
s nejnižší energií. Energie základního stavu je dobrˇe aproximována už prˇi použití peˇti bá-
zových funkcí. Dle ocˇekávání se chyba aproximace s rostoucím pocˇtem bázových funkcí
snižuje.
Následují aproximace vlastních funkcí ψi (x). Vypocˇtené vlastní vektory vi jsou nor-
movány na 1 (euklidovskou normou). To však neodpovídá požadavku normování vl-
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nové funkce  a
0
|ψi (x)|2 dx = 1. (3.53)
Abychom mohli vlastní vektory a analyticky vypocˇtené vlastní funkce neˇjak srovnat,
musíme prvky vektoru prˇenásobit vhodnou konstantou C. Prˇi urcˇení této konstanty vy-
jdeme z numerické integrace složeným obdélníkovým pravidlem. Výše uvedený integrál
lze aproximovat jako  a
0
|ψi (x)|2 dx ≈ h
n
j=1
|ψi (xj)|2, (3.54)
kde h je velikost diskretizacˇního kroku, xj jsou diskretizacˇní uzly, n je pocˇet bázových
funkcí. Suma na pravé straneˇ rovnosti odpovídá euklidovské normeˇ vektoru. Odtud již
snadno plyne požadovaná konstanta
C =
1√
h
. (3.55)
Následující grafy znázornˇují aproximace vlnových funkcí na ru˚zných energetických hla-
dinách.
Obrázek 2: Aproximace vlnové funkce první energetické hladiny prˇi použití 5 bázových
funkcí
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Obrázek 3: Aproximace vlnové funkce první energetické hladiny prˇi použití 20 bázových
funkcí
Obrázek 4: Aproximace vlnové funkce cˇtvrté energetické hladiny prˇi použití 5 bázových
funkcí
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Obrázek 5: Aproximace vlnové funkce cˇtvrté energetické hladiny prˇi použití 20 bázových
funkcí
Z grafu˚ je patrné, že vlnové funkce jsou narozdíl od vlastních cˇísel aproximovány
v uzlech diskretizace témeˇrˇ prˇesneˇ (rˇád chyby je na úrovni zaokrouhlování prˇi výpocˇtu
s konecˇným pocˇtem desetinných míst). Zvyšováním pocˇtu bázových funkcí tak prakticky
nesnižujeme chybu, ale pouze pocˇet bodu˚, ve kterých známe funkcˇní hodnoty.
3.2 Trojrozmeˇrná potenciálová jáma
Uvažujme stejnou situaci, jako v prˇedchozí cˇásti s tím rozdílem, že oblast s nulo-
vým potenciálem bude trojrozmeˇrná. Pro jednoduchost uvažujme oblast Ω tvaru kvádru
o stranách a, b a c. Ten je umísteˇn tak, aby jeho hrany byly rovnobeˇžné se sourˇadnými
osami a jeden roh ležel v pocˇátku sourˇadné soustavy. Analogicky jednorozmeˇrnému prˇí-
padu zde obdržíme okrajové podmínky
ψ (x, y, z) = 0 na ∂Ω. (3.56)
Hamiltonián s nulovým potenciálem nabývá na oblasti Ω tvaru
Hˆ = − ℏ
2
2m
∆, (3.57)
v atomových jednotkách
Hˆ = −1
2
∆ . (3.58)
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Budeme tudíž rˇešit trojrozmeˇrnou okrajovou úlohu −12 ∆ψ (x, y, z) = Eψ (x, y, z) na Ω,
ψ (x, y, z) = 0 na ∂Ω.
(3.59)
Tuto rovnici lze rovneˇž rˇešit analyticky. Provedeme nejprve separaci promeˇnných
ψ (x, y, z) = X (x)Y (y)Z (z) (3.60)
a dosadíme do pu˚vodní rovnice. Po úpraveˇ mužeme psát
−1
2

1
X (x)
d2X (x)
dx2
+
1
Y (y)
d2Y (y)
dy2
+
1
Z (z)
d2Z (z)
dz2

= E. (3.61)
Na pravé straneˇ rovnice je konstanta. Aby mohla rovnost platit, musí být všechny trˇi
cˇleny v závorce rovny konstanteˇ. Konstantu na pravé straneˇ mu˚žeme zapsat jako soucˇet
E = Ex + Ey + Ez. (3.62)
Problém se tak prˇevádí na trˇi jednorozmeˇrné okrajové úlohy −
1
2
d2X(x)
dx2
= ExX (x) na (0, a) ,
X (0) = 0,
X (a) = 0,
(3.63)

−12 d
2Y (y)
dy2
= EyY (y) na (0, b) ,
Y (0) = 0,
Y (b) = 0,
(3.64)
 −
1
2
d2Z(z)
dz2
= EzZ (z) na (0, c) ,
Z (0) = 0,
Z (c) = 0.
(3.65)
Rˇešení teˇchto úloh jsou funkce
X (x) =

2
a
sin
πxnx
a

, Y (y) =

2
b
sin
πyny
b

, Z (z) =

2
c
sin
πznz
c

(3.66)
a prˇíslušná vlastní cˇísla
Ex =
π2n2x
2a2
, Ey =
π2n2y
2b2
, Ez =
π2n2z
2c2
, nx, ny, nz ∈ N. (3.67)
Zpeˇtným dosazením do vztahu˚ (3.60) a (3.62) získáme vlastní funkce a vlastní cˇísla pu˚-
vodní úlohy
ψnxnynz (x, y, z) =

8
abc
sin
πxnx
a

sin
πyny
b

sin
πznz
c

, (3.68)
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Enxnynz =
π2
2

n2x
a2
+
n2y
b2
+
n2z
c2

. (3.69)
Narozdíl od jednorozmeˇrné úlohy závisí nyní rˇešení na trˇech kvantových cˇíslech nx, ny, nz .
Všimneˇme si, že pokud jsou neˇkteré z hodnot a, b, c shodné (naprˇ. Ω je krychle), mu˚-
žeme pro ru˚zné trojice kvantových cˇísel dostat shodné energetické hladiny. Jedná se tedy
o degenerované stavy. Pro oblast Ω tvaru krychle je zde uvedena tabulka energetických
hladin. Vidíme, že kuprˇíkladu druhá a trˇetí energetická hladina je 3 krát degenerovaná.
nx ny nz E
1 1 1 3 π
2
2a2
2 1 1 6 π
2
2a2
1 2 1 6 π
2
2a2
1 1 2 6 π
2
2a2
2 2 1 9 π
2
2a2
2 1 2 9 π
2
2a2
1 2 2 9 π
2
2a2
3 1 1 11 π
2
2a2
1 3 1 11 π
2
2a2
1 1 3 11 π
2
2a2
2 2 2 12 π
2
2a2
1 2 3 14 π
2
2a2
...
...
Tabulka 2: Energetické hladiny 3D potenciálové jámy
Energetická hladina s kvantovými cˇísly 1, 2, 3 je degenerovaná 6 krát. Degenerace energe-
tických hladin prˇímo souvisí s algebraickou násobností vlastních cˇísel. Uvažujme n krát
degenerovanou energetickou hladinu Ei. Této hladineˇ prˇísluší vlastní funkce ψ1, . . . , ψn.
Potom i libovolná lineární kombinace
ψ =
n
j=1
cjψj , cj ∈ C (3.70)
je vlastní funkcí, jež náleží hladineˇ Ei. Pokud je operátor Hˆ hermitovský, jsou jeho vlastní
funkce ortogonální. V prˇípadeˇ degenerovaných stavu˚ se mu˚že numerické rˇešení lišit
od analytického. Na degenerované energetické hladineˇ totiž existuje nekonecˇneˇ mnoho
n-tic ortogonálních funkcí, jež tvorˇí bázi daného podprostoru. Komplikuje se tak mož-
nost srovnání analytického a numerického rˇešení. Nicméneˇ u nedegenerovaných stavu˚
lze rˇešení stále dobrˇe porovnat.
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3.2.1 Diskretizace a numerické rˇešení
K diskretizaci mu˚žeme stejneˇ jako v jednorozmeˇrném prˇípadeˇ využít metodu konecˇ-
ných prvku˚. Poneˇvadž úlohu rˇešíme na obasti tvaru krychle, kterou lze dobrˇe pokrýt
pravidelnou sítí bodu˚, nábízí se zde spíše aplikovat metodu konecˇných diferencí, jejíž
implementace je jednodušší. O principu této metody je psáno v cˇásti 4.1. Pu˚vodní pro-
blém je prˇeveden na konecˇneˇ rozmeˇrnou úlohu na výpocˇet vlastních cˇísel a vektoru˚
Au = Eu. (3.71)
Narozdíl od metody konecˇných prvku˚ jsme obdrželi problém vlastních cˇísel v základním
tvaru (viz cˇást 4.3.1). Vypocˇtená vlastní cˇísla aproximují energetické hladiny. Obdobneˇ
jednorozmeˇrnému prˇíkladu zde musíme vypocˇtené vlastní vektory prˇenásobit konstan-
tou, aby byla splneˇna normovací podmínka. V tomto pcˇípadeˇ je rovna
C =
1√
h3
. (3.72)
Podívejme se na chybu aproximace hodnoty energie na prvních šesti energetických hla-
dinách. V tabulce jsou uvedeny vypocˇtené hodnoty v závislosti a diskretizaci. Cˇíslo v zá-
vorce u energetické hladiny uvádí, kolikrát je degenerovaná.
cˇíslo energetické hladiny analytické rˇešení
pocˇet deˇlení
5× 5× 5 10× 10× 10 20× 20× 20
1(1) 3, 7011 3, 5809 3, 6708 3, 6935
2(3) 7, 4022 6, 7059 7, 2217 7, 3567
3(3) 11, 1033 9, 8309 10, 7727 11, 0199
4(3) 13, 5707 10, 5686 12, 7525 13, 3617
5(1) 14, 8044 12, 9559 14, 3237 14, 6830
6(6) 17, 2718 13, 6936 16, 3035 17, 0249
Tabulka 3: Závislost prˇesnosti výpocˇtu energetických hladin na diskretizaci ve 3D
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Obrázek 6: Závislost prˇesnosti výpocˇtu energetických hladin na diskretizaci ve 3D
Obdobneˇ jako v 1D prˇípadeˇ vidíme, že nejlepe jsou aproximována nejmenší vlastní
cˇísla. U nedegenerovaných energetických hladin se jeví aproximace lepší než u degene-
rovaných. Opeˇt, dle ocˇekávání, se chyba aproximace s rostoucím pocˇtem diskretizacˇních
uzlu˚ snižuje.
Následuje srovnání aproximací vlnových funkcí. To provedeme z drˇíve uvedených
du˚vodu˚ pouze na dvou nedegenerovaných hladinách (tj. s kvantovými cˇísly 1, 1, 1; 2, 2, 2).
Analyticky vypocˇtené vlnové funkce znázronˇují následující obrázky. Diskretizace byla
zvolena 20×20×20 dílku˚. Aby mohl být graf prˇehledneˇ zobrazen, jsou zobrazeny pouze
body, ve kterých je funkcˇní hodnota v absolutní hodnoteˇ veˇtší než 0, 4. Barva každého
bodu znázornˇuje hodnotu vlnové funkce.
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Obrázek 7: Vlnová funkce první energetické hladiny s kvantovými cˇísly 1, 1, 1
Obrázek 8: Vlnová funkce cˇtvrté energetické hladiny s kvantovými cˇísly 2, 2, 2
Experimenty ukázaly, že obdobneˇ jako v 1D prˇípadeˇ je s použitým normováním apro-
ximace v bodech diskretizace témeˇrˇ rovna analyticky vypocˇtené vlnové funkci. S ros-
toucím pocˇtem diskretizacˇních uzlu˚ opeˇt prakticky neklesá chyba aproximace. Zvyšuje
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se pouze pocˇet bodu˚, ve kterých známe funkcˇní hodnoty. Zajímavá je skutecˇnost, že i
prˇes jednoduchost modelu je možné v rˇešení spatrˇit jistou podobnost se skutecˇnými ato-
movými orbitaly. Grafy dalších vlnových funkcí jsou z du˚vodu jejich veˇtšího pocˇtu uve-
deny v prˇíloze C.
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4 Numerické metody
V této kapitole si ukážeme neˇkolik numerických a diskretizacˇních metod, jichž lze
použít prˇi modelování elektronických struktur.
4.1 Metoda konecˇných diferencí vyšších rˇádu˚
Metoda konecˇných diferencí je urcˇena k diskretizaci okrajových úloh pro diferenciální
rovnice. Zadaná oblast je diskretizována pravidelnou sítí bodu˚, a pu˚vodní problém se
tak prˇevede na úlohu s konecˇným pocˇtem neznámých. Metoda spocˇívá v aproximaci
derivací neznámé funkce u : R→ R pomocí hodnot v sousedních bodech síteˇ s využitím
Taylorova rozvoje:
u (x+ h) = u (x) +
du (x)
dx
h+
d2u (x)
dx2
h2
2
+O

h3

, (4.1)
u (x− h) = u (x)− du (x)
dx
h+
d2u (x)
dx2
h2
2
+O

h3

. (4.2)
Naprˇíklad pro derivace funkce u jedné reálné promeˇnné x lze psát
du (x)
dx
≈ u (x+ h)− u (x− h)
2h
, (4.3)
d2u (x)
dx2
≈ u (x− h)− 2u (x) + u (x+ h)
h2
, (4.4)
kde h znacˇí krok diskretizace. Prˇi modelování elektronických struktur obvykle potrˇebu-
jeme aproximovat laplacián funkce, neboli soucˇet druhých parciálních derivací podle všech
prostorových promeˇnných. Uvažujme oblast tvaru kvádru o stranách a, b, c (umísteˇná je
jedním vrchilem v pocˇátku sourˇadné soustavy a hrany jsou rovnobeˇžné se sourˇadnými
osami) a rovnici
−∆u (x, y, z) = λu (x, y, z) (4.5)
s homogenními Dirichletovými podmínkami na hranici oblasti. Na této oblasti prove-
deme diskretizaci s kroky hx, hy, hz . V bodeˇ (x, y, z) mu˚žeme laplacián aproximovat jako
∂u (x, y, z)
∂x
+
∂u (x, y, z)
∂y
+
∂u (x, y, z)
∂z
≈
≈ u (x− hx, y, z)− 2u (x, y, z) + u (x+ hx, y, z)
h2x
+
+
u (x, y − hy, z)− 2u (x, y, z) + u (x, y + hy, z)
h2y
+
+
u (x, y, z − hz)− 2u (x, y, z) + u (x, y, z + hz)
h2z
. (4.6)
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Uzly diskretizace serˇadíme do vektoru v tak, že je postupneˇ procházíme nejprve podle osy
x, poté podle osy y a na záveˇr podle osy z. Rovnice (4.5) tak prˇechází v úlohu zapsanou
maticoveˇ
Av = λv. (4.7)
Matici A zapíšeme blokoveˇ jako
A =
1
h2z

h2zB+ 2I −I
−I h2zB+ 2I −I
. . . . . . . . .
−I h2zB+ 2I −I
−I h2zB+ 2I
 , (4.8)
B =
1
h2y

h2yC+ 2I −I
−I h2yC+ 2I −I
. . . . . . . . .
−I h2yC+ 2I −I
−I h2yC+ 2I
 , (4.9)
C =
1
h2x

2 −1
−1 2 −1
. . . . . . . . .
−1 2 −1
−1 2
 , (4.10)
kde I znacˇí jednotkovou matici. V této soustaveˇ jsou zahrnuty i homogenní Dirichletovy
okrajové podmínky. Vlastní cˇísla maticeA aproximují vlastní cˇísla úlohy a vlastní vektory
aproximují vlastní funkce v uzlech diskretizace.
Základní metoda konecˇných diferencí je druhého rˇádu, protože obsahuje informaci
o nejvýše druhé derivaci. Pro lepší konvergenci algoritmu˚ a vyšší prˇesnost je neˇkdy
vhodné použít konecˇných diferencí vyšších rˇádu˚, využívajících hodnoty ve vzdáleneˇj-
ších bodech (u (x+ 2h) , u (x− 2h) , u (x+ 3h) , atd. ). Koeficienty pro aproximaci druhé
derivace jsou uvedeny v tabulce 4. Matice metody konecˇných diferencí vyššího rˇádu jsou
rˇád
pozice na gridu
−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
2 1 −2 1
4 − 112 43 −52 43 − 112
6 190 − 320 32 −4918 32 − 320 190
8 − 1560 8315 −15 85 −20572 85 −15 8315 − 1560
Tabulka 4: Koeficienty konecˇných diferencí pro aproximaci druhé derivace
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stále rˇídké, ale obsahují veˇtší pocˇet nenulových prvku˚. Kuprˇíkladu v 1D prˇípadeˇ je ma-
tice A metody konecˇných diferencí n-tého rˇádu n + 1-diagonální. Jakým zpu˚sobem lze
odvodit koeficienty uvedené v tabulce 4, popisuje prˇíloha A.
4.2 Úprava oblasti pro numerické rˇešení
Acˇkoliv jsou rˇešení úloh obvykle definované na celém R3, musíme oblast, na které
úlohu rˇešíme, omezit, abychom mohli použít metodu konecˇných diferencí cˇi Galerkinovu
metodu. Nejjednodušším rˇešením je dostacˇneˇ velká omezená oblast Ω tvaru kvádru. Ter-
mínem "dostatecˇneˇ velká" zde rozumíme takovou oblast, jejíž hranice je vzdálená neˇkolik
atomových polomeˇru˚ ode všech nukleonu˚. Podmínku
|ψ (. . . , ri, . . .)| → 0 pro ∥ri∥ → ∞ (4.11)
nahradíme homogenní Dirichletovou okrajovou podmínkou
ψ (. . . , ri, . . .) = 0 na ∂Ω. (4.12)
Tato situace v podstateˇ odpovídá nekonecˇneˇ hluboké trojrozmeˇrné potenciálové jámeˇ
(kterou jsme probírali v prˇedchozí kapitole) obsahující veˇtší pocˇet elektronu˚ a další cˇás-
tice s nimi interagující. Další variantou je popis cˇásticového systému s periodickou struk-
turou, která nemusí být v prostou omezená. Pak rovneˇž uvažujeme oblast tvaru kvádru,
avšak tentokrát s periodickými okrajovými podmínkami.
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4.3 Výpocˇet vlastních cˇísel a vlastních vektoru˚
V této cˇásti si uvedeme neˇkolik algoritmu˚ pro výpocˇet vlastních cˇísel a vlastních vek-
toru˚ hermitovských matic, které získáváme diskretizací hamiltoniánu.
4.3.1 Zobecneˇný problém vlastních cˇísel
Problém vlastních cˇísel nemusíme obdržet vždy v základním tvaru. Naprˇíklad v cˇásti
3.1.3 jsme odvodili problém vlastních cˇísel ve tvaru
Av = λBv. (4.13)
Tento tvar se nazývá zobecneˇným problémem vlastních cˇísel. Do základního tvaru jej lze
prˇevést neˇkolika zpu˚soby. Prvním a zárovenˇ nejjednodušším zpu˚sobem je prˇenásobení
obou stran rovnice zleva maticí B−1. Dostaneme tak rovnost, kterou dále upravíme:
B−1Av = λB−1Bv, (4.14)
B−1Av = λv. (4.15)
Tento zpu˚sob má však jednu nevýhodu. Acˇkoliv matice A a B jsou symetrické, resp. her-
mitovské, matice B−1A obecneˇ není symetrická. Tato skutecˇnost mu˚že zhoršit konver-
genci nebo použitelnost ru˚zných algoritmu˚. Druhý zpu˚sob zachovává symetrii matice.
Využívá Choleského rozkladu matice B:
B = LLH , (4.16)
kde L je dolní trojúhelníková matice. Rovnici (4.13) upravíme následujícím zpu˚sobem:
Av = λBv, (4.17)
Av = λLLHv, (4.18)
AL−HLHv = λLLHv, (4.19)
L−1AL−HLHv = λL−1LLHv, ozn.u = LHv, (4.20)
L−1AL−Hu = λu. (4.21)
Obdrželi jsme problém vlastních cˇísel s hermitovskou maticí L−1AL−H . Vlastní vektory
v pu˚vodního problému získáme ze vztahu
v = L−Hu. (4.22)
4.3.2 QR algoritmus
QR algoritmus iteracˇní metoda urcˇená pro výpocˇet vlastních cˇísel a vlastních vektoru˚
matic. Využívá tzv. QR rozkladu matice
A = QR, (4.23)
34
kde Q je ortogonální matice a R je horní trojúhelníková matice. Matice
A′ = QTAQ, (4.24)
má stejné vlastní vektory a stejná vlastní cˇísla jako matice A, díky tomu, že se jedná o po-
dobnostní transformaci. Jestliže tento postup opakujeme, bude matice A′ konvergovat
k horní trojúhelníkové matici s vlastními cˇísly na diagonále. V prˇípadeˇ, že matice je A
hermitovská, konverguje matice A′ k matici diagonální. Zde získáme aproximace vlast-
ních vektoru˚ jako sloupce matice
V = Q1Q2 . . .Qk, (4.25)
kde k udává pocˇet iterací algoritmu. Další informace a implementaci QR algoritmu lze
nalézt naprˇ. v [3]. Ješteˇ dodejme, že QR metoda není vhodná pro rˇídké matice, jelikož
postupneˇ mu˚že docházet ke ztráteˇ rˇídkosti. Navíc je QR rozklad výpocˇetneˇ nárocˇný.
Výjimkou je trˇídiagonální hermitovská matice. Není teˇžké si uveˇdomit, že matice Q je
v tomto prˇípadeˇ horní Hessenbergova a matice R má nenulové pouze prvky na diago-
nále a na první a druhé superdiagonále. Vynásobením RQ získáme tak opeˇt trˇídiago-
nální matici. Této vlastnosti využívá naprˇíklad Lanczosova metoda, kterou si uvedeme
pozdeˇji. Výhodou QR algoritmu mu˚že naprˇíklad být, že oproti jiným metodám pocˇítá
všechna vlastní cˇísla a vlastní vektory najednou.
4.3.3 Mocninná metoda
Mocninná metoda je iteracˇní metoda urcˇená k výpocˇtu dominantního vlastního cˇísla
a prˇíslušného vlastního vektoru matice. Zvolíme-li vhodný pocˇátecˇní vektor v0, bude
za splneˇní urcˇitých podmínek (lze nalézt naprˇ. v mé bakalárˇské práci [3]) posloupnost
(vn) =

Anv0

(4.26)
konvergovat do invariantního podprostoru prˇíslušného dominantnímu vlastnímu cˇíslu.
Z du˚vodu numerické stability je navíc vhodné v každé iteraci vektor normovat. Dostá-
váme tak iteracˇní prˇedpis
vk+1 =
Avk
∥Avk∥ . (4.27)
Existuje neˇkolik situací kdy algoritmus nekonverguje. Jedná se naprˇíklad o špatnou volbu
pocˇátecˇního vektoru v0, kdy jeho složka v invariantním podprostoru dominantního vlast-
ního cˇísla je nulová. Pak mu˚že algoritmus konvergovat k jinému vlastnímu vektoru. Dal-
ším problém je existence více vlastních cˇísel s maximální absolutní hodnotou (nejedná se
o algebraickou násobnost). V takovém prˇípadeˇ algoritmus nekonverguje. Dalším omeze-
ním je schopnost vypocˇítat pouze dominantní vlastní pár. Abychom mohli spocˇítat i další
vlastní cˇísla a vektory, musíme mocninnou metodu modifikovat. Naprˇílad lze kombinací
posunu a inverze spektra dosáhnout toho, že algoritmus konverguje k vlastnímu cˇíslu
nejbližšímu zadané hodnoteˇ σ. Iteracˇní prˇedpis pak vypadá následovneˇ:
vk+1 =
(A− σI)−1 vk(A− σI)−1 vk . (4.28)
35
Nejveˇtší prˇekážkou je v tomto prˇípadeˇ výpocˇet inverzní matice. Jedná se nejen o výpo-
cˇetneˇ nárocˇnou operaci, ale mu˚že nastat i problém uložení matice do pameˇti, poneˇvadž
inverze rˇídké matice již nemusí být rˇídká. Existují i další modifikace, naprˇ. redukce spek-
tra pomocí ortogonální projekce, kdy se ze spektra matice odstranˇují již vypocˇtená vlastní
cˇísla (viz naprˇ. [1]).
4.3.4 Arnoldiho a Lanczosova metoda
Vektory, které dostáváme v jednotlivých iteracích mocninné metody, tvorˇí tzv. Krylo-
vu˚v podprostor
Km (A,v0) =

v0,Av0, . . . ,A
m−1v0

. (4.29)
Jinak rˇecˇeno, Krylovu˚v prostor Km (A,v0) je podprostor všech vektoru˚, které lze zapsat
ve tvaru p (A)v0, kde p (x) je polynom stupneˇ nejvýše m − 1. Maximální dimenze Kry-
lovova prostoru závisí na volbeˇ pocˇátecˇního vektoru v0. Jestliže zvolíme v0 jako vlastní
vektor matice A, pak je maximální dimenze prostoru Km rovna 1. Nejvyšší hodnota,
které lze dosáhnout, je pocˇet vlastních cˇísel matice A (má-li neˇkteré vlastní cˇíslo násob-
nost vyšší než 1, pocˇítá se jako jedno). Vektor v0, ze kterého lze vytvorˇit takový podpro-
stor, musí mít nenulovou složku ve všech invariantních podprostorech vlastních vektoru˚
matice A. Acˇkoliv mocninná metoda vytvárˇí prvky Krylovova podprostoru, dále je nijak
nevyužívá.
4.3.4.1 Arnoldiho metoda Arnoldiho metoda generuje vektory Krylovova podrpro-
storu a ty ortonormalizuje. Algoritmus Arnoldiho metody je znárzorneˇn jako algoritmus
1. Algoritmus je ukoncˇen v k-té iteraci, je-li vektor wk roven nulovému vektoru. Prvky
Algoritmus 1 Arnoliho metoda
Zvol pocˇátecˇní vektor v1
for j = 1 : m do
for i = 1 : j do
hi,j ← (Avj ,vi)
end for
wj ← Avj −
j
i=1 hi,jvi
if ∥wj∥ ≠ 0 then
hj+1,j ← ∥wj∥
else
break
end if
vj+1 ← wjhj+1,j
end for
hi,j tvorˇí horní Hessenbergovu maticiHk. OznacˇmeVk matici, jejíž sloupce tvorˇí vektory
v1 až vk. Pak platí
Hk = V
H
k AVk. (4.30)
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Matice Hk je tedy reprezentace matice A v bázi tvorˇené ortogonálními vektory v1 až
vk. Vlastní cˇísla matice Hk odpovídají vlastním cˇíslu˚m matice A (narozdíl od matice A
mají však všechna vlastní cˇísla matice Hk násobnost 1). Vzhledem k tvaru matice Hk
je mnohem snazší vlastní cˇísla vypocˇítat. Ve skutecˇnosti nemusíme nechat algoritmus
dojít až do konce. Rˇekneˇme, že ukoncˇíme algoritmus po m < k iteracích. Potom vlastní
cˇísla λ(m)i aproximují vlastní cˇísla matice A. Tyto hodnoty se nazývají Ritzova vlastní
cˇísla. Teˇmto vlastním cˇíslu˚m prˇísluší vlastní vektory y(m)i . Prˇenásobením zleva maticí
Vm dostaneme vektory
u
(m)
i = Vmy
(m)
i , (4.31)
jež se nazývají Ritzovy vlastní vektory a aproximují vlastní vektory maticeA. S rostoucím
m se tyto aproximace zlepšují. Vlastnosti, které jsme si uvedli, platí v prˇípadeˇ prˇesné arit-
metiky. V praxi se pro udržení numerické stability a snížení pameˇt’ových nároku˚ využívá
dvou modifikací. První z nich je použití modifikovaného Gram-Schmidtova ortonorma-
lizancˇího procesu. Tuto úpravu znázornˇuje algoritmus 2. Druhou úpravou je tzv. restar-
Algoritmus 2 Arnoliho metoda s modifikovaným ortonormalizacˇním procesem
Zvol pocˇátecˇní vektor v1
for j=1:m do
w ← Avj
for i = 1 : j do
hi,j ← (w,vi)
w← w − hi,jvi
end for
if ∥w∥ ≠ 0 then
hj+1,j ← ∥w∥
else
break
end if
vj+1 ← whj+1,j
end for
tovaný algoritmus. Prˇi veˇtším pocˇtu iterací jsme totiž nuceni ukládat do pameˇti všechny
prˇedchozí vektory v1 až vm. Proto je vhodné po m krocích cyklus algoritmu ukoncˇit.
Naším cílem je naprˇíklad urcˇit jeden vlastní vektor prˇíslušný vlastnímu cˇíslu nejbliššímu
zadané hodnoteˇ. Vypocˇteme tedy všechna Ritzova vlastní cˇísla a Ritzovy vlastní vek-
tory matice Hm a zvolíme ten vektor, jehož vlastní cˇíslo je nejblíže požadované hodnoteˇ.
Ten pak vstupuje jako nový pocˇátecˇní vektor do cyklu algoritmu. Postup je znázorneˇn
jako algoritmus 3. Pokud nás zajímá veˇtší cˇást spektra, naprˇíklad prvních k nejmenších
vlastních cˇísel, lze použit algoritmus IRAM (Implicitly Restarted Arnoldi Method). Ten
využívá kombinaci restartování a dalších filtrovacích technik pro zajišteˇní konvergence
(viz naprˇ. [1]). Tato verze je znázorneˇna jako algoritmus 4.
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Algoritmus 3 Arnoliho metoda s restartem
1. Zvol pocˇátecˇní vektor v1
2. Proved’ m kroku˚ Arnoldiho metody.
3. Vypocˇti Ritzovy vlastní vektory a vlastní cˇísla maticeHm a zvol požadovaný vektor
u
(m)
i . Jestliže tento vektor nezkonvergoval, opakuj krok 2 s pocˇátecˇním vektorem
u
(m)
i , jinak ukoncˇi algoritmus.
Algoritmus 4 Algoritmus IRAM
1. Zvol pocˇátecˇní vektor v1
2. Proved’ m kroku˚ Arnoldiho metody. Výstupem jsou matice Hm, Vm a vektor vm+1
3. Opakuj do dosažení konvergence:
Vypocˇti Ritzova vlastní cˇísla λ(m)i matice Hm.
Zvol k vlastních cˇísel dle zadaného kritéria. Tuto množinu oznacˇme Λ(m)
uH = eHm
for

λ
(m)
i /∈ Λ(m)

do
Qi,Ri ← QR rozklad maticeHm − λ(m)i I
Hm ← QHi HmQi
Vk ← VkQi
uH ← uHQi
end for
vk+1 ← vk+1 + uH(k)vm+1
Proved’ zbývajících m− k kroku˚ Arnoldiho metody.
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4.3.4.2 Lanczosova metoda Lanczosova metoda je ve své podstateˇ Arnoldiho me-
toda aplikovaná na hermitovské matice. Symetrie matice prˇináší do algoritmu urcˇité
zjednodušení. Rˇekneˇme, že se zadanou maticíA probeˇhlo m kroku˚ Arnoldiho algoritmu.
Pak platí rovnost (4.30). Jelikož jsou sloupce matice Vm ortogonální, musí být horní Hes-
senbergova matice Hn hermitovská. Z toho však nutneˇ plyne, že je trˇídiagonální s reál-
nými cˇísly na diagonále. Když se však podíváme na prˇepis pro prvky hj+1,j , zjistíme,
že mimodiagonální prvky jsou rovneˇž reálná cˇísla. Matice Hm je tedy reálná symetrická
trˇídiagonální matice. To však znamená urcˇitou redukci ortonormalizacˇního procesu. Lan-
czosova metoda je znázorneˇna jako algoritmus 5.
Algoritmus 5 Lanczosova metoda
Zvol pocˇátecˇní vektor v1 s normou 1
β1 ← 0
v0 ← o
for j=1:m do
wj ← Avj − βjvj−1
αj ← (wj ,vj)
wj ← wj − αjvj
βj+1 ← ∥wj∥
if ∥βj+1∥ ≠ 0 then
vj+1 ← wjβj+1
else
break
end if
end for
Matici Hm lze zapsat jako
Hm =

α1 β2
β2 α2 β3
. . . . . . . . .
βm−1 αm−1 βm
βm αm
 . (4.32)
Stejneˇ jako u Arnoldiho metody lze použít Ritzova vlastní cˇísla a vlastní vektory jako
aproximace vlastních cˇísel a vektoru˚ matice A. Jelikož je matice Hm trˇídiagonální, lze
z výhodou využít QR algoritmus. Jak již bylo uvedeno v cˇásti 4.3.2, matice v jednot-
livých iteracích QR algoritmu zu˚stává trˇídiagonální. Problémem Lanczosovy metody
mu˚že být, že pokud nepocˇítáme s prˇesnou aritmetikou, dochází k postupné ztráteˇ or-
togonality (narozdíl od Arnoldiho metody se totiž neudržuje ortogonalita mezi všemi
vektory, ale pouze mezi sousedními). Rˇešením mu˚že být dodatecˇná ortogonalizace vu˚cˇi
drˇíve vypocˇteným vektoru˚m. Dalším rˇešením mu˚že být použití implicitního restartování
stejneˇ jako v prˇípadeˇ algoritmu IRAM, kdy se navíc mu˚žeme zameˇrˇit na požadovanou
cˇást spektra.
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5 Vícecˇásticové elektronické struktury
V následující kapitole se seznámíme s popisem reálných elektronických struktur. Uká-
žeme si zde neˇkolik zpu˚sobu˚, jak lze problém aproximovat. Neˇkteré metody budou i
naimplementovány a následneˇ budou provedeny simulace jednoduchých cˇásticových
systému˚.
5.1 Bornova-Oppenheimerova aproximace
Uvažujme systém M nukleonu˚ (atomových jader složených z protonu˚ a neutronu˚)
s protonovými cˇísly Zi. U atomových jader nás zajímá prˇedevším pocˇet protonu˚, jeli-
kož neutrony nejsou nositeli elektrického náboje. Neutrony neovlivnˇují elektrické inter-
akce mezi cˇásticemi, zvyšují pouze hmotnost nukleonu˚. Dále systém obsahuje N elek-
tronu˚. Prˇíkladem takové soustavy mu˚že být naprˇíklad molekula vody s trˇemi nukleony
a deseti elektrony. Cˇásticový systém umístíme do trojrozmeˇrné kartézské sourˇadné sou-
stavy. Každému nukleonu, resp. elektronu, prˇirˇadíme sourˇadnici Ri = (Xi, Yi, Zi), resp.
ri = (xi, yi, zi). Systém je popsán vlnovou funkcí
ψ (R1,R2, . . . ,RM , r1, r2, . . . , rN ) , (5.1)
která je rˇešením necˇasové Schrödingerovy rovnice
Hˆψ = Eψ (5.2)
s hamiltoniánem
Hˆ = Tˆn + Tˆe + Vnn + Vee + Ven. (5.3)
První dva cˇleny prˇedstavují operátory kinetické energie nukleonu˚ a elektronu˚ a jsou
rovny
Tˆn = −
M
i=1
ℏ2∆ni
2Mn

= −
M
i=1
∆ni
2

, (5.4)
Tˆe = −
N
i=1
ℏ2∆ei
2m

= −
N
i=1
∆ej
2

, (5.5)
kde Mn prˇedstavuje hmotnost n-tého nukleonu, m je hmotnost elektronu. Jednotlivé la-
placiány zahrnují derivace pouze podle prostorových promeˇnných, které prˇísluší dané
cˇástici. V závorkách je uveden tvar operátoru˚, pocˇítáme-li v atomových jednotkách.
Další cˇleny jsou Coulombovy potenciály popisující elektrické síly mezi jednotlivými
cˇásticemi. Rozlišují se zde trˇi interakce, a to elektron-elektron, nukleon-nukleon a elektron-
nukleon. Zapíšeme je jako
Vnn =
1
2

i,j∈{1,...,M}
i ̸=j
ZiZje
2
4πε0 ∥Ri −Rj∥
= 12 
i,j∈{1,...,M}
i ̸=j
ZiZj
∥Ri −Rj∥
 , (5.6)
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Vee =
1
2

i,j∈{1,...,N}
i ̸=j
e2
4πε0 ∥ri − rj∥
= 12 
i,j∈{1,...,N}
i ̸=j
1
∥ri − rj∥
 , (5.7)
Ven = −
M
i=1
N
j=1
Zie
2
4πε0 ∥Ri − rj∥
= − M
i=1
N
j=1
Zi
∥Ri − rj∥
 , (5.8)
kde e oznacˇuje elementární elektrický náboj, ε0 je permitivita vakua. Vlastní cˇísla E prˇed-
stavují energie soustavy elektronu˚ a nukleonu˚.
Bornova-Oppenheimerova aproximace prˇichází s urcˇitým zjednodušením. Využívá
skutecˇnosti, že hmotnost elektronu je výrazneˇ nižší, než hmotnost nukleonu. Elektrony
tedy reagují na zmeˇnu sourˇadnic nukleonu˚ prakticky okamžiteˇ. Nabízí se tak separace
promeˇnných, kdy od sebe cˇástecˇneˇ oddeˇlíme sourˇadnice nukleonu˚ a elektronu˚. Vlnovou
funkci pak zapíšeme jako
ψ

R, r

= θ

R

χ

R, r

. (5.9)
Pro prˇehlednost byly prostorové promeˇnné prˇeznacˇeny. SymbolR zahrnuje všechny pro-
storové sourˇadnice nukleonu˚ a r sourˇadnice elektronu˚. Rovnice (5.2) prˇechází v soustavu
Tˆe + Vee + Ven

R

χ

R, r

= Ee

R

χ

R, r

, (5.10)
Tˆn + Vnn + Ee

R

θ

R

= Eθ

R

. (5.11)
První rovnice popisuje elektronový obal, druhá rovnice pohyb nukleonu˚. Rˇekneˇmeˇ, že
chceme urcˇit energii základního stavu systému. Postup rˇešení je následující:
1. Zafixujeme pozice nukleonu˚ a rˇešíme první rovnici. Výstupem jsou vlastní cˇísla Ee.
Nejmenší z nich je energie základního stavu elektronového obalu.
2. Postup opakujeme pro ru˚zné pozice nukleonu˚. Získáme tak energie Ee

R

které
na nich závisí.
3. Energie Ee

R

vstupuje jako potenciál do druhé rovnice. Vyrˇešením této rovnice
již získáme minimální energii celého systému E.
Problém, který bude ve zbytku práce rˇešen, je první krok uvedeného postupu. Rovnice
(5.10) je v uvedené podobeˇ numericky prakticky nerˇešitelná. Prˇíkladem mu˚že být sys-
tém sestávající z 3 nukleonu˚ a 10 elektronu˚ (naprˇ. molekula vody). Tuto soustavu cˇástic
uzavrˇeme do oblasti tvaru kvádru a provedeme diskretizaci. Vlnová funkce χ je funkcí
3 × 10 = 30 promeˇnných. Rozdeˇlením intervalu každé promeˇnné na pouhých 10 dílku˚
vede na problém s 1030 neznámými. V úvahu tak pouze prˇipadají molekuly obsahující
jen neˇkolik elektronu˚. Proto je nutné uvažovat další aproximace a jiný prˇístup k rˇešení
problému. Vzhledem k tomu, že již nebudeme dále uvažovat vlnovou funkci θ

R

, prˇe-
znacˇíme funkci χ

R, r

na ψ (r) a pozice nukleonu˚ budeme brát jako pevné. Symbol E
již nebude oznacˇovat energii celého systému, ale pouze energii elektronového obalu.
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5.2 Hartreeho aproximace
Cílem Hartreeho aproximace je prˇevést pu˚vodní 3N rozmeˇrný problém na soustavu
N trojrozmeˇrných problému˚. Toho by bylo možné docílit v prˇípadeˇ, kdybychom uvažo-
vali vlnovou funkci ψ (r) ve tvaru soucˇinu jednocˇásticových orbitalu˚, tedy
ψ (r) =
N
i=1
ϕi (ri) . (5.12)
Takto definovaná vlnová funkce se též nazývá Hartreeho vlnová funkce (viz naprˇ. [4]).
Hamiltonián
Hˆ = Tˆe + Vee + Ven (5.13)
však takovou separaci promeˇnných neumožnˇuje z du˚vodu prˇítomnosti cˇlenu Vee. Jednou
z možností by bylo tento cˇlen vynechat a uvažovat Hamiltonián
Hˆ = Tˆe + Ven = −
N
i=1
∆ej
2
−
M
i=1
N
j=1
Zi
∥Ri − rj∥ . (5.14)
Potom by každý orbital ϕk byl rˇešením rovnice
−1
2
∆ek −
M
i=1
Zi
∥Ri − rk∥

ϕk (rk) = Eekϕk (rk) . (5.15)
Vlnová funkce ψ je pak dána vztahem (5.12) a energii elektronového obalu získáme jako
soucˇet
E =
N
i=1
Eei . (5.16)
Takto získané rˇešení je však prˇíliš vzdálené od reality. Neuvažuje totiž interakce mezi
elektrony.
Hartreeho aproximace rovneˇž využívá Hartreeho vlnovou funkci. Pocˇítá ale s pu˚vod-
ním hamiltoniánem (5.13). S Hartreeho vlnovou funkcí minimalizuje energii
ψ
Hˆψ (5.17)
za splneˇní normovací podmínky ⟨ψ|ψ⟩ = 1. Jedná se v podstateˇ o optimalizacˇní úlohu na-
lezení minima funkcionálu s omezením ve tvaru rovnosti. Prˇílsušný lagrangián zapíšeme
následovneˇ:
L =

ψ
Hˆψ− λ (⟨ψ|ψ⟩ − 1) , (5.18)
kde λ je Lagrangeu˚v multiplikátor. Podmínce optimality odpovídá nulovost variace lagran-
giánu, tj. δL = 0. Podmínka nulovosti variace
δL =

R3N
δL
δψ
(r) δψ (r) d3Nr = 0 (5.19)
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je ekvivalentní podmínce nulovosti funkcionální derivace
δL
δψ
= 0. (5.20)
Jelikož je funkce ψ ve tvaru soucˇinu jednotlivých orbitalu˚, budeme požadovat, aby byla
splneˇna rovnost
∀i ∈ {1, . . . , N} : δL
δϕi
= 0. (5.21)
Rozepišme si nyní, jak vypadají jednotlivé prvky lagrangiánu. Normovací podmínku
⟨ψ|ψ⟩ = 1 nahradíme požadavkem
∀i ∈ {1, . . . , N} : ⟨ϕi|ϕi⟩ = 1. (5.22)
Namísto jednoho Lagrangeova multiplikátoru budeme uvažovatN multiplikátoru˚. Druhý
cˇlen lagrangiánu pak nahradíme
−
n
i=1
λi (⟨ϕi|ϕi⟩ − 1) = −
n
i=1
λi

R3
|ϕi (ri)|2 d3ri − 1

. (5.23)
Díky lineariteˇ hamiltoniánu jej mu˚žeme rozepsat po jednotlivých operátorech energie.
Dostaneme

ψ
Tˆ ψ = −
R3
· · ·

R3
N
i=1
1
2
N
j=1

ϕ∗j (rj)

∆ei
N
j=1
[ϕj (rj)]
d3r1 · · · d3rN =
= −
N
i=1

R3
1
2
ϕ∗i (ri)∆ei ϕi (ri) d
3ri, (5.24)
⟨ψ |Ven|ψ⟩ = −

R3
· · ·

R3
−
M
i=1
N
j=1
Zi
∥Ri − rj∥
N
n=1
|ϕn (rn)|2 d3r1 · · · d3rN =
= −
N
j=1

R3
|ϕj (rj)|2
M
i=1
Zi
∥Ri − rj∥d
3rj (5.25)
⟨ψ |Vee|ψ⟩ =

R3
· · ·

R3
1
2

i,j∈{1,...,N}
i ̸=j
1
∥ri − rj∥
N
n=1
|ϕn (rn)|2 d3r1 · · · d3rN =
=
N−1
i=1

j>i

R3

R3
|ϕi (ri)|2 |ϕj (rj)|2
∥ri − rj∥ d
3rid
3rj . (5.26)
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Zvolme nyní pevné k ∈ {1, . . . , N}. Podívejme se, jak vypadá funkcionální derivace
lagrangiánu podle ϕk. Pro jednotlivé cˇleny dostaneme
δ
δϕk

ψ
Tˆ ψ (rk) = −2 · 1
2
∆ek ϕk (rk) , (5.27)

δ
δϕk
⟨ψ |Ven|ψ⟩

(rk) = −2 ·
M
i=1
Zi
∥Ri − rk∥ϕk (rk) , (5.28)

δ
δϕk
⟨ψ |Vee|ψ⟩

(rk) =
δ
δϕk

R3
|ϕk (rk)|2
N
i=1
i ̸=k

R3
|ϕi (ri)|2
∥ri − rk∥d
3rid
3rk +
+

i ̸=j ̸=k
i<j

R3

R3
|ϕi (ri)|2 |ϕj (rj)|2
∥ri − rj∥ d
3rid
3rj
  
konst. vzhledem k ϕk

= 2 ·
N
i=1
i ̸=k

R3
|ϕi (ri)|2
∥ri − rk∥d
3ri · ϕk (rk) , (5.29)

δ
δϕk

−
n
i=1
λi (⟨ϕi|ϕi⟩ − 1)

(rk) = 2λkϕk (rk) . (5.30)
Výraz (5.21) lze tedy zapsat následovneˇ:
∀k ∈ {1, . . . , N} :

−1
2
∆ek  
Tˆ
−
M
i=1
Zi
∥Ri − rk∥  
Ven
+
N
i=1
i ̸=k

R3
|ϕi (ri)|2
∥ri − rk∥d
3ri
  
V kH

ϕk (rk) = λkϕk (rk) . (5.31)
Tyto rovnice též nazýváme Hartreeho rovnice (viz [4]). Obdrželi jsme soustavu N úloh
na vlastní cˇísla, jejíž výstupem je N nejmenších vlastních cˇísel λk a prˇíslušných normova-
ných vlastních funkcí (orbitalu˚). Operátory Tˆ , Ven na levé straneˇ jsou shodné s operátory
zavedenými u Bornovy-Oppenheimerovy aproximace. Noveˇ prˇibyl tzv. Hartreeho po-
tenciál V kH .
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5.2.1 Numerické rˇešení
Prˇi numerickém rˇešení Hartreeho rovnic narazíme na problém. Hartreeho potenciál
totiž v každé rovnici zahrnuje všechny neznámé funkce. Proto je zapotrˇebí úlohu rˇešit
iteracˇneˇ. Postup rˇešení lze shrnout následovneˇ:
1. Volba pocˇátecˇní N -tice orbitalu˚ ϕ1, . . . , ϕN .
2. Vyrˇešení N rovnic, kdy do Hartreeho potenciálu vstupují drˇíve urcˇené orbitaly. Vý-
sledkem je N -tice nových orbitalu˚ a vlastních cˇísel (Lagrangeových multiplikátoru˚)
λ1, . . . , λN .
3. Jestliže je zmeˇna vlnových funkcí ϕk menší než zadaná tolerance, ukoncˇi algorit-
mus, jinak opakuj prˇedchozí krok.
4. Vlnová funkce ψ elektronového obalu se vypocˇte ze vztahu (5.12), energie základ-
ního stavu ze vztahu (2.20).
Tato metoda se nazývá iterace selfkonzistentního pole (anglicky self-consistent field ite-
ration, zkráceneˇ SCF), viz naprˇíklad [4]. Acˇkoliv není Hartreeho aproximace prˇíliš prˇesná,
mu˚že posloužit pro urcˇité prˇiblížení struktury elektronového obalu. Du˚vodem neprˇes-
nosti je to, že vlnová funkce ψ zadaná vztahem (5.12) nekoresponduje s Pauliho vylucˇo-
vacím principem (není naprˇíklad splneˇna antisymetrie vlnové funkce).
5.3 Hartreeho-Fockova aproximace
Hartreeho-Fockova aproximace zahrnuje do vlnové fukce vlastnosti nutné pro správný
popis systému fermionu˚.
5.3.1 Spin
První z vlastností je prˇidání cˇtvrté sourˇadnice, spinu, ke stávajícím trˇem prostorovým.
Spin elektronu mu˚že nabývat hodnot
−12 , 12. Zavedeme zde nový vektor sourˇadnic
xi =

ri
si

=

xi
yi
zi
si
 (5.32)
Podobneˇ jako v Hartreeho aproximaci jsou zde uvažovány jednocˇásticové orbitaly ϕi (ri).
Abychom rozlišili, zda u orbitalu uvažujeme i spin, zavedeme znacˇení pro χi (xi) pro
spin-orbital. Vlnovou funkci spin-orbitalu lze zapsat jako
χi (xi) = ϕi (ri)σi (si) . (5.33)
Funkce σ je definována pouze v bodech
−12 , 12 a mu˚že nabývat jedné ze dvou variant
σ↑ (s) =

1, s = 12 ,
0, s = −12 ,
(5.34)
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σ↓ (s) =

0, s = 12 ,
1, s = −12
(5.35)
v závislosti na spinovém kvantovém cˇísle daného spin-orbitalu. Vektor sourˇadnic xi
všech elektronu˚ budeme dále zapisovat jako x.
5.3.2 Slateru˚v determinant
Druhou vlastností je antisymetrie vlnové funkce. Té lze docílit požadavkem vlnové
funkce ve tvaru Slaterova determinantu
ψ (x) =
1√
N !

χ1 (x1) χ1 (x2) · · · · · · χ1 (xN )
χ2 (x1) χ2 (x2) · · · · · · χ2 (xN )
...
...
. . .
...
...
...
. . .
...
χN (x1) χN (x2) · · · · · · χN (xN )

. (5.36)
Dále požadujeme, aby byly spin-orbitaly ortogonální. Jelikož jsme k vlnovým funkcím
prˇidali jednu sourˇadnici, musíme prˇedefinovat skalární soucˇin:
⟨χ1|χ2⟩ =

s∈{− 12 , 12}
σ1 (s)σ2 (s)

R3
ϕ∗1 (r)ϕ2 (r) d
3r. (5.37)
Zajímavým pozorováním je, že mají-li dva spin-orbitaly ru˚zné funkce σ, jsou automaticky
ortogonální nezávisle na jejich vlnových funkcích. Pokud jsou funkce σ1 a σ2 stejné, pak
je k ortogonaliteˇ spin-orbitalu˚ nutná ortogonalita vlnových funkcí.
5.3.3 Minimalizace energie
Další postup je již analogický Hartreeho aproximaci. Požadavkem na minimalizaci
energetického funkcionálu

ψ
Hˆψ dospeˇjeme k soustaveˇ rovnic
∀k ∈ {1, . . . , N} :
−12 ∆ek  
Tˆ
−
M
i=1
Zi
∥Ri − r∥  
Ven
+
N
i=1

R3
|ϕi (ri)|2
∥ri − r∥ d
3ri  
VH
ϕk (r)−
−
N
i=1

R3
ϕ∗i (r)ϕk (r)
∥ri − r∥ d
3r δσiσk ϕi (ri) = λkϕk (r) , (5.38)
kde δσiσk je Kroneckerova delta funkce. Již nemusíme uvažovat spin-orbitaly, pouze jejich
vlnové funkce ϕ. Vliv spinu zajišt’uje práveˇ delta funkce. Oproti Hartreeho aproximaci
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zahrnuje Hartreeho potenciál sumu prˇes všechny orbitalové indexy. Tento potenciál je
tedy pro všechny rovnice stejný. Hartreeho potenciál mu˚žeme zapsat také jako
VH =

R3
ρ (ri)
∥ri − r∥d
3ri, (5.39)
kde ρ (ri) je hustota elektrického náboje a je definována vztahem
ρ (r) =
N
i=1
|ϕi (r)|2 . (5.40)
V rovnicích prˇibyl navíc cˇlen, kde je neznámá funkce ϕk soucˇástí integrandu. Vyrˇešením
teˇchto rovnic obdržíme multiplikátory λk a orbitaly ϕk (rk). K vypocˇtení energie elektro-
nového obalu lze použít vztah (2.20). Sestavení vlnové funkce ψ je však velmi nárocˇné,
jelikož je ve tvaru determinantu (výsledný výraz obsahuje N ! cˇlenu˚). Proto je vhodneˇjší
užít následující vztah
E =
N
i=1
λi − 1
2

R3
ρ (r)VH (r) d
3r +
+
1
2
N
j=1
N
i=1

R3

R3
ϕ∗i (r)ϕj (r)ϕ
∗
j (rj)ϕi (rj)
∥r− rj∥ δσiσj d
3rd3rj , (5.41)
který je ekvivalentí (viz [4]).
5.3.4 Numerické rˇešení
Pro vyrˇešení soustavy (5.38) je nutné použít metodu SCF. I prˇes zavedení omezené
oblasti, na které úlohu rˇešíme, není prakticky možné použít metodu konecˇných diferencí.
Du˚vodem je výskyt neznámé v integrandu. Existují sice úpravy, které prˇevedou poslední
cˇlen levé strany rovnosti (5.38) na tvar soucˇinu potenciálu a neznámé funkce V kx (r)ϕk (r),
kde
V kx (r) = −
N
j=1
ϕj (r)
ϕk (r)

R3
ϕ∗j (rj)ϕk (rj)
∥r− rj∥ d
3rj (5.42)
(viz [4]), tyto úpravy ale vyžadují výskyt orbitalu ve jmenovateli zlomku. Numerické ex-
perimenty provedené metodou konecˇných diferencí se vyznacˇovaly numerickou nesta-
bilitou a nevedly k rˇešení. Úloha je prakticky rˇešitelná Galerkinovou metodou s vhodnou
volbou báze (viz [5]). Variacˇní formulaci úlohy dostaneme z podmínky nulovosti variace
(5.19) nahrazením variace funkce δψ (r) testovací funkcí v (r) ∈ V = H10 (Ω) a omezením
oblasti, na které úlohu rˇešíme (viz kapitolu 4.2). Na hranici této oblasti je testovací funkce
nulová. Variacˇní formulaci pro k-tou funkci mu˚žeme zapsat takto:
Hledám ϕk a minimální λk tak, že ∀v ∈ V :
a (v, ϕk) + b (v, ϕk) + c (v, ϕk) + d (v, ϕk) = λke (v, ϕk) .
(5.43)
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Jednotlivé hermitovské formy jsou rovny
a (v, ϕk) =
1
2

Ω
∇v∗ (r)∇ϕk (r) d3r, (5.44)
b (v, ϕk) =

Ω
Ven (r) v
∗ (r)ϕk (r) d3r, (5.45)
c (v, ϕk) =

Ω
VH (r) v
∗ (r)ϕk (r) d3r =

Ω
v∗ (r)ϕk (r)
N
j=1

Ω
ϕ∗j (rj) ϕj (rj)
∥r− rj∥ d
3rjd
3r,
(5.46)
d (v, ϕk) =

Ω
V kx (r) v
∗ (r)ϕk (r) d3r =
= −
N
j=1

Ω
v∗ (r) ϕj (r) δσkσj 
Ω
ϕ∗j (rj)ϕk (rj)
∥r− rj∥ d
3rjd
3r, (5.47)
e (v, ϕk) =

Ω
v∗ (r)ϕk (r) d3r. (5.48)
Symbolem∼ jsou oznacˇeny orbitaly, které získáme z prˇedchozí iterace SCF metody (resp.
z pocˇátecˇní aproximace).
5.3.5 Roothaanovy rovnice
Roothaanovy rovnice prˇedstavují aplikaci Galerkinovy metody na výše uvedenou
variacˇní formulaci. Zvolme podprostor prostoru testovacích funkcí s Nb normovanými
bázovými funkcemi µ1 (r) , . . . , µNb (r). Tyto bázové funkce obecneˇ nejsou ortogonální.
Abychom nemuseli používat nové znacˇení, bude do konce podkapitoly symbol ϕi znacˇit
projekci i-tého orbitalu do tohoto podprostoru. Potom lze projekci orbitalu zapsat jako
∀i ∈ {1, . . . , N} ϕi (r) =
Nb
j=1
cjiµj (r) . (5.49)
Koeficienty cji zapišme do matice C ∈ RNb×N . Zvolme jako testovací funkci libovolnou
bázovou funcki µk (r) a dosad’me do variacˇní formulace za každý orbital vztah (5.49).
Dostaneme soustavu rovnic
∀i ∈ {1, . . . , Nb} , ∀k ∈ {1, . . . , N} a
µi, Nb
j=1
cjkµj
+ b
µi, Nb
j=1
cjkµj
+
+c
µi, Nb
j=1
cjkµj
+ d
µi, Nb
j=1
cjkµj
 = λke
µi, Nb
j=1
cjkµj
 , (5.50)
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což lze upravit na
∀i ∈ {1, . . . , Nb} ,∀k ∈ {1, . . . , N} :
Nb
j=1
cjk (a (µi, µj) + b (µi, µj) + c (µi, µj) + d (µi, µj)) = λk
Nb
j=1
cjke (µi, µj) . (5.51)
Tuto soustavu lze zapsat maticoveˇ. Pravou stranu mu˚žeme upravit do tvaru SCΛ, kde
prvky matice S ∈ RNb×Nb jsou sij = e (µi, µj), Λ ∈ RN×N je diagonální matice, jejíž
prvky na diagonále multiplikátory λk. Levou stranu lze zapsat jako FC. Prˇi sestavování
Fockovy matice F ∈ RNb×Nb musíme znát všechny orbitaly, konkrétneˇ jejich sourˇadnice
v daném poprostoru. Matice F proto závisí na matici C (nebudeme zde odvozovat její
sestavení, lze jej nalézt naprˇ. v [5]). Tuto závislost oznacˇme F (C). Celou rovnici pak
zapíšeme jako
F (C)C = SCΛ. (5.52)
Jedná se o nelineární zobecneˇný problém na vlastní cˇísla. Problém lze linearizovat a rˇešit
metodou SCF. Linearizovaný problém má tvar
F (Ck−1)Ck = SCkΛ, (5.53)
kde matice Ck−1 je výstupem prˇedchozí iterace. Matice Ck je neznámá, která po výpocˇtu
vstupuje do další iterace. Pro realizaci algoritmu je nutné zvolit pocˇátecˇní aproximaciC0.
Jako bázové funkce se nabízí naprˇ. MKP báze, Gaussovy orbitaly cˇi Slaterovy orbitaly
(viz [9],[10]). V prˇípadeˇ použití báze orbitalu˚ lze jako pocˇátecˇní aproximaci zvolit neˇkteré
bázové funkce. Matice C0 pak obsahuje pouze jednicˇky (v každém sloupci jednu) a nuly.
Sestavení matice F je výpocˇetneˇ nárocˇná operace (složitosti O

n4

), protože prˇi výpocˇtu
je nutné numericky pocˇítat dvojné integrály prˇes celou oblast. Pro zefektivneˇní výpocˇtu
mohou být použity naprˇ. tenzorové aproximace (viz. [5]).
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5.4 DFT - Teorie funkcionálu hustoty
Teorie funkcionálu hustoty (anglicky Density Functional Theory, zkráceneˇ DFT) je dal-
ším z prˇístupu˚, jak numericky modelovat elektronické struktury. Do poprˇedí zde vstu-
puje elektronová hustota náboje definovaná jako
ρ (r1) =

s1∈{− 12 , 12}
· · ·

sN∈{− 12 , 12}
N

R3
· · ·

R3
|ψ (x)|2 d3r2 · · · d3rN . (5.54)
DFT se opírá o dveˇ veˇty, které uvedli a dokázali ve svém cˇlánku [6] P. Hohenberg a W.
Kohn. Jejich zneˇní je následující:
Veˇta 5.1 Hamiltonián Hˆ (konkrétneˇ potenciál Ven až na konstantu), je jednoznacˇneˇ urcˇen elek-
tronovou hustotou náboje ρ (r).
Du˚sledek 1 Elektronová energie E je funkcionálem hustoty ρ.
Veˇta 5.2 Prˇedpokládejme, že potenciálu Ven náleží hustota ρ0 (r). Potom ρ0 lze nalézt minimali-
zací energetického funkcionálu E (ρ).
Z definice elektronové hustoty je patrné, že známe-li vlnovou funkci základního stavu,
jsme schopni jednoznacˇneˇ urcˇit hustotu ρ0. Z výše uvedených veˇt však plyne i opacˇná im-
plikace. Zobrazení, které vlnové funkci základního stavu prˇirˇadí hustotu je tedy bijekcí.
Principem DFT je nahrazení systému interagujících elektronu˚ pohybujících se v oblasti
s potenciálem Ven systémem na sobeˇ nezávislých cˇástic v oblasti s modifikovaným poten-
ciálem, prˇicˇemž energie i hustoty základního stavu jsou u obou systému˚ stejné. Energe-
tický funkcionál plynoucí z Bornovy-Oppenheimerovy aproximace mu˚žeme zapsat jako
E (ρ) = T (ρ) + Eee (ρ) + Een (ρ) . (5.55)
Trˇetí cˇlen jako funkcionál hustoty jsme schopni vyjádrˇit prˇedpisem
Een (ρ) =

R3
Ven (r) ρ (r) d
3r. (5.56)
Zbývající cˇleny nahradíme a dostaneme vztah
E (ρ) = Ts (ρ) + Een (ρ) + EH (ρ) + Exc (ρ) . (5.57)
Funkcionál Ts prˇedstavuje kinetickou energii neinteragujících cˇástic, funkcionál EH sou-
visí s Hartreeho potenciálem (coulombovská interakce, která závisí na hustoteˇ elektric-
kého náboje). Poslední funkcionál Exc (anglicky exchange-correlation energy) v sobeˇ zahr-
nuje rozdíl mezi interagujícím a neinteragujícím systémem cˇástic, výmeˇnnou-korelacˇní
energii, a je roven
Exc (ρ) = (T (ρ)− Ts (ρ)) + (Eee (ρ)− EH (ρ)) . (5.58)
50
Poneˇvadž uvažujeme soustavu neinteragujících cˇástic v potenciálovém poli, mu˚žeme
hustotu ρ vypocˇítat ze vztahu
ρ (r) =
N
i=1
|ϕi (r)|2 , (5.59)
kde ϕi jsou jednocˇásticové orbitaly. Nejedná se však o reálné orbitaly systému interagují-
cích cˇástic, ale o orbitaly neinteragujícího systému generujícího shodnou hustotu základ-
ního stavu. Naším cílem je minimalizovat funkcionál E (ρ) s omezující podmínkou
R3
ρ (r) d3r = N. (5.60)
Variací prˇíslušného lagrangiánu vzhledem k orbitalu˚m obdržíme Kohnovu-Shamovu rov-
nici 
−1
2
∆+Ven(r) + VH (r) + Vxc (ρ (r))

ϕi (r) = λiϕi (r) . (5.61)
Výmeˇnný-korelacˇní (anglicky exchange) potenciál na levé straneˇ rovnosti je dán vztahem
Vxc (ρ (r)) =
δExc (ρ (r))
δρ
. (5.62)
5.4.1 Aproximace Exc
Funkcionál Exc je sice univerzálním funkcionálem pro všechny systémy N elektronu˚
(nezávisí na pocˇtu ani rozmísteˇní nukleonu˚), ale není znám jeho analytický prˇedpis. Proto
je potrˇeba jej aproximovat.
5.4.1.1 LDA Asi nejjednodušší je aproximace lokální hustoty (anglicky Local Density
Approximation, zkráceneˇ LDA). Ta vyjadrˇuje funkcionál Exc jako
Exc (ρ (r)) =

R3
ρ (r) Exc (ρ (r)) d3r, (5.63)
prˇicˇemž Exc oznacˇuje hustotu výmeˇnné-korelacˇní energie homogenního elektronového
plynu (anglicky též uniform electron gas, jellium, zkráceneˇ UEG). Výmeˇnnou-koreacˇní ener-
gii mu˚žeme rozdeˇlit na soucˇet výmeˇnné a korelacˇní energie
Exc (ρ (r)) = Ex (ρ (r)) + Ec (ρ (r)) . (5.64)
Pro funkcionál výmeˇnné energie UEG známe analytický prˇedpis
Ex (ρ) = −3
4

3
π
 1
3

R3
(ρ (r))
4
3 d3r. (5.65)
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Prˇíslušný potenciál je pak roven
Vx (ρ) = −

3
π
ρ (r)
 1
3
. (5.66)
Co se týcˇe funkcionálu korelacˇní energie, zde není znám analytický prˇedpis. Pro ur-
cˇení prˇibližné závislosti korelacˇní energie na hustoteˇ náboje byly provedeny kvantové
Monte Carlo simulace homogenního elektronového plynu. Uved’me zde neˇkolik aproxi-
mací korelacˇního potenciálu:
• Násobek výmeˇnného potenciálu
Vc (ρ) =

1− 3
2
α

Vx (ρ) , (5.67)
kde α ∈ R. Zvolit lze naprˇ. α = 1. Prˇi volbeˇ α = 23 není korelacˇní potenciál vu˚bec
uvažován.
• Wignerova interpolace
Vc (ρ) =
a

4
3

3
4πρ
 1
3
+ b

2

3
4πρ
 1
3
+ b
2 , (5.68)
kde a = −0, 875529, b = 7, 8 jsou konstanty.
• Hedinova-Lundqvistova aproximace
Vc (ρ) = − c
2
ln

1 +
1
a

3
4πρ
 1
3

, (5.69)
kde a = 121 , c = 0, 045 jsou konstanty.
• Ceperleyho-Alderova aproximace
Vc (ρ) =

g

1+ 7
6
b1
√
r(ρ)+ 4
3
b2r(ρ)

2

1+b1
√
r(ρ)+b2r(ρ)
2 , 0 < ρ ≤ 34π ;
1
2

c1 ln (r (ρ)) +

c2 − c13

+ 23c3r (ρ) ln(r (ρ)) +
1
3 (2c4 − c3) r (ρ)

,
ρ > 34π ;
(5.70)
kde
r (ρ) =

3
4πρ
 1
3
, (5.71)
konstanty jsou uvedeny v následující tabulce.
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konstanta hodnota
g −0, 2846
b1 1, 0529
b2 0, 3334
c1 0, 0622
c2 −0, 096
c3 0, 004
c4 −0, 0232
Tabulka 5: Konstanty Ceperleyho-Alderovy aproximace
Uvedené a další aproximace lze nalézt naprˇ. v [7], [8].
5.4.1.2 LSDA a další aproximace Hustotu výmeˇnné-korelacˇní energie homogenního
elektronového plynu Exc jsme doposud uvažovali pouze jako funkci elektronové hustoty
ρ. Existují však aproximace, které uvažují další argumenty hustoty energie (viz [11]). Na-
prˇíklad aproximace lokální spinové hustoty (anglicky Local Spin Density Approximation,
zkráceneˇ LSDA) uvažuje kromeˇ elektornové hustoty také spin dané cˇástice. Celková hus-
tota je pak rovna ρ = ρ↑+ρ↓, tedy soucˇtu elektronové hustoty náboje elektronu˚ se spinem
1
2 a −12 . Dalším argumentem výmeˇnné-korelacˇní energie mu˚že být gradient funkce. Pak
hovorˇíme o zobecneˇné gradientové aproximaci (anglicky Generalized Gradient Approxi-
mation, zkráceneˇ GGA). Nutno poznamenat, že s rostoucím pocˇtem argumentu˚ Exc roste
prˇesnost výpocˇtu, avšak za cenu vyšší výpocˇetní nárocˇnosti.
5.4.2 Energie základního stavu
Po výpocˇtu hustoty ρ a multiplikátoru˚ λi zbývá urcˇit hodnotu energie základního
stavu elektronového obalu. Tu lze vypocˇtát ze vztahu
E =
N
i=1
λi − 1
2

R3
ρ (r)VH (r) d
3r+

R3
ρ (r) (Exc (ρ (r))− Vxc (ρ (r))) d3r, (5.72)
(viz [4]). Hodnota energie je pouze prˇibližná, jelikož výmeˇnný-korelacˇní potenciál byl
v Kohnoveˇ-Shamoveˇ rovnici aproximován.
5.4.3 Numerické rˇešení
Pro vyrˇešení Kohnovy-Shamovy rovice se nabízí použít metodu SCF. Postup výpocˇtu
lze zapsat následovneˇ
1. Volba pocˇátecˇní N -tice orbitalu˚ ϕ1, . . . , ϕN , výpocˇet hustoty náboje ze vztahu (5.59).
2. Vyrˇešení Kohnovy Shamovy rovnice. Do potenciálu˚ vstupuje hustota z prˇedcho-
zího kroku. Výstupem je prvních N vlastních cˇísel λ1, . . . , λN a prˇíslušné vlastní
funkce ϕ1, . . . , ϕN . Z teˇch se urcˇí nová hustota ρ.
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3. Jestliže je zmeˇna hustoty náboje menší než zadaná tolerance, ukoncˇi algoritmus,
jinak opakuj prˇedchozí krok.
4. Výslednou energii základního stavu urcˇíme ze vztahu (5.72).
Aproximace LDA neuvažuje spin elektronu, prˇesto jej lze do výpocˇtu zahrnout. Každý
orbital mu˚že být ve skutecˇnosti obsazen dveˇma elektrony s opacˇným spinem. To zajis-
tíme tak, že každý vypocˇtený orbital z Kohnovy-Shamovy rovnice pocˇítáme dvakrát.
Tato metoda je použitelná pro molekuly s plneˇ zaplneˇnými elektronovými obaly. Pro
prˇesneˇjší popis je vhodné použít LSDA (zvlášteˇ prˇi neúplneˇ zaplneˇných orbitalech), kdy
se v kroku 2 výpocˇtu zárovenˇ rˇeší dveˇ Kohnovy-Shamovy rovnice. Z první rovnice pak
dostaneme novou sadu orbitalu˚ s kladným spinem, z druhé rovnice orbitaly se zápor-
ným spinem. K výpocˇtu výmeˇnného-korelacˇního potenciálu se v každé rovnici využívá
hustot obou sad orbitalu˚.
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6 Implementace
V záveˇrecˇné kapitole se budeme veˇnovat implementaci vybraných metod z uvede-
ných v kapitole prˇedchozí. Implementace bude testována na prˇíkladech zahrnujících neˇ-
kolik jednoduchých molekul. Dále zde budou uvedeny problémy, ke kterým prˇi imple-
mentaci došlo, a jejich rˇešení.
6.1 Zvolené metody
Pro numerické výpocˇty byly v Matlabu naimplementovány Hartreeho metoda a DFT.
Metody porovnáme na jednoduchých systémech cˇástic. Na složiteˇjší systémy o více cˇás-
ticích aplikujeme pouze metodu DFT, jelikož se zde Hartreeho metoda prˇíliš odchyluje
od reality (nerespektování Pauliho vylucˇovacího principu, apod.). Pro diskretizaci byly
použity metody konecˇných diferencí vyšších rˇádu˚. Všechny úlohy se rˇešily na omezené
oblasti s homogenními Dirichletovými okrajovými podmínkami. Pro metodu konecˇných
diferencí je nejjednodušší oblast tvaru kvádru. Hodnoty energie základního stavu a prˇí-
slušných vlnových funkcí (cˇi elektronové hustoty) je ve všech prˇípadech dosaženo SCF
prˇístupem. U DFT je využita aproximace výmeˇnného-korelacˇního potenciálu pomocí
LDA. Není zde prˇímo zahrnut spin, nicméneˇ pro splneˇní Pauliho vylucˇovacího principu
je každý orbital zapocˇten dvakrát.
6.1.1 Metoda konecˇných diferencí
Diskretizací rovnic (5.31), (5.61) dostáváme úlohu na výpocˇet vlastních cˇísel v základ-
ním tvaru
Hv = λv, (6.1)
kde H ∈ Cm·n·l×m·n·l je matice diskretizovaného operátoru na levé straneˇ rovnice (m,n, l
udávají pocˇet dílku˚ ve smeˇru sourˇadných os), v ∈ Cm·n·l je vektor obsahující hodnoty
vlnové funkce orbitalu v bodech diskretizace (tyto vlastní vektory normujeme stejneˇ jako
v kapitole 3, tedy euklidovskou normou na 1 a následným vydeˇlením

hxhyhz). U Har-
treeho metody rˇešíme v jedné iteraci SCF N úloh na vlastní cˇísla. Každá úloha má svou
vlastní matici Hi a jejím výsledkem je nejmenší vlastní cˇíslo λ a prˇíslušný vlastní vek-
tor. Naproti tomu u DFT rˇešíme v každé iteraci pouze jednu úlohu na vlastní cˇísla. Vý-
sledkem je vždy N2 nejmenších vlastních cˇísel λ a vlastních vektoru˚. Podívejme se nyní
na sestavení matice H.
6.1.1.1 Hartreeho metoda Matici Hi pro i-tou cˇástici v prˇípadeˇ Hartreeho metody
mu˚žeme zapsat následovneˇ:
Hi = L+Ven +V
i
H . (6.2)
Matice L je matice diskretizovaného laplaciánu prˇenásobeného −12 . Sestavení této ma-
tice jsme si uvedli v kapitole 4.1. Je vhodné volit matici metody vyššího rˇádu. Je tak
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zajišteˇna lepší aproximace laplaciánu. Zbylé matice jsou diagonální, kdy prvky na dia-
gonále jsou hodnoty prˇíslušného potenciálu v bodech síteˇ. Zde narážíme na první pro-
blémy s implementací. Vzhledem k tomu, že se ve jmenovateli potenciálu Ven vyskytuje
výraz ∥Rn − r∥, mu˚že se stát, že bychom pro neˇkteré prvky matice museli deˇlit nulou.
Abychom tomuto problému prˇedešli, je trˇeba dbát na správné umísteˇní nukleonu˚ v dis-
kretizované oblasti. Jejich umísteˇním mimo body diskretizace se prˇípadným singulari-
tám vyhneme. V ideálním prˇípadeˇ se nukleon nachází ve strˇedu krychle dané osmi sou-
sedními uzly diskretizace. Abychom prˇed spušteˇním algoritmu prˇi zvoleném kroku h
nemuseli rucˇneˇ prˇepocˇítávat sourˇadnice, je vhodné na zacˇátku algoritmu naimplemento-
vat automatickou korekci pozice každého nukleonu k nejbližšímu strˇedu uzlové krychle.
Výhodou je, že s rostoucím pocˇtem uzlu˚ dochází k menší zmeˇneˇ pozice nukleonu, ale zá-
rovenˇ by meˇla zu˚stat zachována urcˇitá stabilita díky zarucˇené nejveˇtší možné vzdálenosti
od uzlu˚. Na obdobný problém narážíme u Hartreeho potenciálu. Zde je nutné pro každý
bod diskretizace rk vypocˇíst numericky integrál
Ω
N
i=1
i ̸=k
|ϕi (ri)|2
∥ri − rk∥d
3ri (6.3)
Nejjednodušší je integrace pomocí složeného obdélníkového pavidla, kdy se vyscˇítají
hodnoty integrandu v bodech diskretizace. Výsledek se prˇenásobí integracˇním elemen-
tem hx · hy · hz . Pro každý prvek diagonály matice ViH je jeden cˇlen celkové sumy s nu-
lovým jmenovatelem (integrujeme funkci se singularitou v bodeˇ rk). Bohužel už nelze
použít stejné rˇešení jako u prˇedchozí matice, musíme zvolit jiný postup. Zde nám po-
mu˚že analytický výpocˇet integrálu z pomocné funkce
f (r) =
1
∥r∥ . (6.4)
Oznacˇme Ωs kvádr s vrcholy v diskretizacˇních uzlech obsahující singularitu. Protože jsou
vlnové funkce orbitalu˚ spojité, provedeme odhad
Ωs
N
i=1
i ̸=k
|ϕi (ri)|2
∥ri − rk∥d
3ri ≈

Ωs
N
i=1
i ̸=k
|ϕi (rk)|2
∥ri − rk∥d
3ri =
N
i=1
i ̸=k
|ϕi (rk)|2

Ωs
1
∥ri − rk∥d
3ri. (6.5)
Pro jednoduchost uvažujme ekvidistantní deˇlení oblasti s krokem h. Prakticky nás za-
jímá hodnota integrálu (6.5) prˇes krychli o velikosti hrany h, v jejímž strˇedu se nachází
singularita. Acˇkoliv je integrace pomocné funkce prˇes oblast krychle komplikovaná, po-
mu˚žeme si integrací prˇes kouli opsanou Ωko a vepsanou Ωkv této krychli. Tyto integrály
jsou rovny 
Ωko
1
∥r∥d
3r =
3π
2
h2, (6.6)

Ωkv
1
∥r∥d
3r =
π
2
h2, (6.7)
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Hodnota integrálu prˇes krychli se nachází mezi teˇmito dveˇma hodnotami. Pro aproxi-
maci integrálu prˇes krychli tedy zvolíme hodnotu 3π4 h
2. Výsledný odhad integrálu (6.5)
je pak roven
3h2π
4
N
i=1
i ̸=k
|ϕi (rk)|2 . (6.8)
6.1.1.2 DFT U DFT má matice H tvar
Hi = L+Ven +VH +Vxc. (6.9)
První trˇi matice sestavíme stejneˇ jako v prˇechozím odstavci s tím rozdílem, že v inte-
grandu Hartreeho potenciálu je soucˇet prˇes všechny orbitaly. Prˇibývá zde ješteˇ jedna dia-
gonální matice Vxc s hodnotami LDA aproximace výmeˇnného-korelacˇního potenciálu v
bodech síteˇ.
6.1.2 Výpocˇet
K výpocˇtu vlastních cˇísel a vlastních vektoru˚ je nejvhodneˇjší Lanczosova metoda uve-
dena v kapitole 4.3.4. Jako pocˇátecˇní aproximace jsou zvoleny orbitaly elektronového
obalu atomu vodíku, jejichž analytický prˇedpis je znám (viz [2]), a které jsou modifi-
kované pro nukleon s protonovým cˇíslem Z. Grafy vybraných orbitalu˚ jsou zobrazeny
v prˇíloze D. Po výpocˇtu se aktualizuje sada orbitalu˚, vypocˇte se hodnota energie elektro-
nového obalu (vztahy (5.12), (5.72)) a pokracˇuje se další iterací SCF. Pro rychlejší výpocˇet
je v algoritmech použita zabudovaná funkce Matlabu eigs(). Zdrojové kódy Hartreeho
metody a DFT jsou uvedeny v prˇíloze B.
6.1.3 Problémy s konvergencí
Prˇi DFT výpocˇtech obcˇas dochází k situaci, kdy algoritmus nekonverguje k rˇešení,
ale dochází k oscilaci mezi ru˚znými stavy. Rˇešením je do algoritmu zavést urcˇitou setr-
vacˇnost, tedy vliv prˇedchozích iterací. Namísto prˇímého nahrazení hustoty z prˇedchozí
iterace ρk−1 hustotou vypocˇtenou ρk se nová hustota urcˇí ze vztahu
αρk + (1− α) ρk−1, (6.10)
kde α ∈ (0, 1) je koeficient vlivu prˇedchozí iterace. Prˇi α blízké 0 se zpomalí konvergence.
Naproti tomu mu˚že prˇi hodnoteˇ α blízké 1 docházet k výše uvedeným oscilacím. Jako
vhodná se v experimentech ukázala hodnota koeficientu rovná 12 .
6.2 Výsledky výpocˇtu˚
U vybraných cˇásticových systému˚ otestujeme naimplementované algoritmy. Zameˇ-
rˇíme se na výslednou elektronovou hustotu a energii. Vypocˇtená energie E není celko-
vou energií molekuly, ale pouze energií elektronového obalu. Pro výpocˇet celkové ener-
gie by bylo zapotrˇebí navíc vyrˇešit Schrödingerovu rovnici pro nukleony (viz Bornovu-
Oppenheimerovu aproximaci - kapitola 5.1).
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6.2.1 Atom helia
Atom helia se skládá z jednoho atomového jádra s protonovým cˇíslem Z1 = 2 a dvou
elektronu˚. Soustava je znázorneˇna na následujícím obrázku. Jedná se o rˇez atomem a
v okolí nukleonu je vyznacˇena oblast s nejvyšší pravdeˇpodobností výskytu elektronu.
Obrázek 9: Atom helia
Proved’me nyní numerický výpocˇet elektronového obalu atomu. Jako výpocˇetní ob-
last zvolme krychli o straneˇ 8 s hranami rovnobeˇžnými se sourˇadnými osami a jedním
vrcholem v pocˇátku. Sourˇadnice nukleonu jsou [4; 4; 4]. Pro výpocˇet použijeme jak Har-
treeho metodu, tak metodu DFT. Krok diskretizace je roven 0, 333, takže oblast bude po-
kryta 253 = 15625 uzly. Výpocˇet ukoncˇíme po 10 SCF iteracích. Pro srovnání, skutecˇná
hodnota energie základního stavu atomu helia je rovna −2, 902 EH (viz [12]).
6.2.1.1 Hartreeho aproximace Výsledná hodnota energie elektronového obalu je rovna
E = −2, 5310EH . Na obrázku 10 je znázorneˇna elektronová hustota v horizontálním rˇezu
procházejícím strˇedem atomu.
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Obrázek 10: Hartreeho aproximace elektronové hustoty atomu helia
6.2.1.2 DFT V prˇípadeˇ DFT byl navíc zvolen koeficient vlivu prˇedchozí iterace α =
0, 5 a aproximace korelacˇního potenciálu násobkem výmeˇnného potenciálu. Výsledná
hodnota energie elektronového obalu je rovna E = −2, 8050 EH . Na obrázku 11 je zná-
zorneˇna elektronová hustota v horizontálním rˇezu procházejícím strˇedem atomu.
Obrázek 11: DFT aproximace elektronové hustoty atomu helia
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6.2.1.3 Srovnání metod Následující tabulka a graf srovnávají konvergenci energie
elektronového obalu.
Iterace Hartree DFT
1 −2, 2123 −2, 5771
2 −2, 5296 −2, 7264
3 −2, 5309 −2, 7778
4 −2, 5309 −2, 7956
5 −2, 5310 −2, 8018
6 −2, 5310 −2, 8040
7 −2, 5310 −2, 8047
8 −2, 5310 −2, 8049
9 −2, 5310 −2, 8050
10 −2, 5310 −2, 8050
Tabulka 6: Srovnání konvergence energie u Hartreeho metody a DFT prˇi výpocˇtu elek-
tronové energie atomu helia
Obrázek 12: Srovnání konvergence energie u Hartreeho metody a DFT prˇi výpocˇtu elek-
tronové energie atomu helia
Z grafu je patrné, že konvergence Hartreeho metody byla rychlejší co do pocˇtu iterací,
naopak DFT se více prˇiblížilo experimentální hodnoteˇ. Dle prˇedpokladu jsou obeˇ vy-
pocˇtené hodnoty energie vyšší, než skutecˇná hodnota. Energie je totiž minimalizována
vždy vzhledem k omezující podmínce, a není tak dosaženo globálního minima. Odlišnou
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povahu Hartreeho a DFT metody lze pozorovat na následujícím obrázku, jenž zobrazuje
absolutní hodnotu rozdílu hustot. Vyobrazen je opeˇt horizontální rˇez strˇedem atomu.
Obrázek 13: Absolutní hodnota rozdílu hustot v horizotnálním rˇezu
Další obrázky výsledných elektronových hustot jsou uvedeny v prˇíloze E.
6.2.2 Molekula vodíku
Molekula vodíku se skládá ze dvou atomu˚ vodíku. Cˇásticový systém tvorˇí dveˇ ato-
mová jádra s protonovými cˇísly Z1 = Z2 = 1 a dva elektrony. Vzdálenost mezi atomo-
vými jádry je 1, 398 a0. Soustava je znázorneˇna na následujícím obrázku.
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Obrázek 14: Molekula vodíku
Následuje numerický výpocˇet elektronické struktury molekuly. Jako výpocˇetní ob-
last zvolme kvádr o stranách 8 × 6 × 6 s hranami rovnobeˇžnými se sourˇadnými osami a
jedním vrcholem v pocˇátku. Sourˇadnice nukleonu˚ jsou [3, 287; 3; 3] a [4, 713; 3; 3]. Pro vý-
pocˇet použijeme jak Hartreeho metodu, tak metodu DFT. Krok diskretizace je roven 0, 2,
takže oblast bude pokryta 41 × 31 × 31 = 39401 uzly. Výpocˇet ukoncˇíme po 10 SCF ite-
racích. Skutecˇná hodnota energie základního stavu molekuly vodíku je prˇibližneˇ rovna
−2, 17 EH (viz [13]).
6.2.2.1 Hartreeho aproximace Výsledná hodnota energie elektronového obalu je rovna
E = −1, 7938EH . Na obrázku 15 je znázorneˇna elektronová hustota v horizontálním rˇezu
procházejícím molekulou, prˇicˇemž podélná osa molekuly leží v rovineˇ rˇezu.
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Obrázek 15: Hartreeho aproximace elektronové hustoty molekuly vodíku
6.2.2.2 DFT V prˇípadeˇ DFT byl stejneˇ jako u atomu helia zvolen koeficient vlivu prˇed-
chozí iterace α = 0, 5 a aproximace korelacˇního potenciálu násobkem výmeˇnného poten-
ciálu. Výsledná hodnota energie elektronového obalu je rovna E = −1, 9982 EH . Na ob-
rázku 16 je znázorneˇna elektronová hustota v horizontálním rˇezu procházejícím moleku-
lou.
Obrázek 16: DFT aproximace elektronové hustoty molekuly vodíku
6.2.2.3 Srovnání metod Následující tabulka a graf srovnávají konvergenci energie
elektronické struktury molekuly vodíku.
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Iterace Hartree DFT
1 −1, 7773 −2, 1521
2 −1, 7905 −2, 0684
3 −1, 7930 −2, 0289
4 −1, 7936 −2, 0115
5 −1, 7938 −2, 0039
6 −1, 7938 −2, 0007
7 −1, 7938 −1, 9993
8 −1, 7938 −1, 9986
9 −1, 7938 −1, 9984
10 −1, 7938 −1, 9982
Tabulka 7: Srovnání konvergence energie u Hartreeho metody a DFT prˇi výpocˇtu elek-
tronové energie molekuly vodíku
Obrázek 17: Srovnání konvergence energie u Hartreeho metody a DFT prˇi výpocˇtu elek-
tronové energie molekuly vodíku
Obdobneˇ jako u atomu helia konvergence Hartreeho metody byla rychlejší co do pocˇtu
iterací. Nicméneˇ výpocˇet pomocí Hartreeho aproximace trvá déle, protože v každé ite-
raci musí být sestaveny dveˇ matice Hartreeho potenciálu a výpocˇet energie je rovneˇž
nárocˇneˇjší. I zde je DFT aproximace blíže skutecˇné hodnoteˇ, než Hartreeho aproximace.
Na následujícím obrázku opeˇt vidíme rozdíl mezi hustotami vypocˇtených pomocí DFT a
Hartreeho aproximací. Vyobrazen je horizontální rˇez molekulou.
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Obrázek 18: Absolutní hodnota rozdílu hustot v horizotnálním rˇezu
Maximální odchylka hustot je asi o rˇád nižší než maximální hodnota hustoty. Další
obrázky výsledných elektronových hustot jsou uvedeny v prˇíloze E.
6.2.3 Molekula kyslíku
Molekula kyslíku se skládá ze dvou atomu˚ kyslíku. Cˇásticový systém tvorˇí dveˇ ato-
mová jádra s protonovými cˇísly Z1 = Z2 = 8 a šestnáct elektronu˚. Vzdálenost mezi
atomovými jádry je 2, 33 a0. Soustava je znázorneˇna na následujícím obrázku.
Obrázek 19: Molekula kyslíku
Nyní prˇistoupíme k numerickému výpocˇtu elektronické struktury molekuly. K výpo-
cˇtu využijeme pouze metodu DFT, poneˇvadž kyslík obsahuje elektrony na vyšších ener-
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getických hladinách. Hartreeho metoda nejenže nerespektuje Pauliho vylucˇovací prin-
cip, ale navíc by výpocˇet trval výrazneˇ delší dobu. Jako výpocˇetní oblast zvolme kvádr
o stranách 10× 10× 5 s hranami rovnobeˇžnými se sourˇadnými osami a jedním vrcholem
v pocˇátku. Sourˇadnice nukleonu˚ jsou [4, 176; 5, 824; 2, 5] a [5, 824; 4, 176; 2, 5] (molekula je
nyní umísteˇna uhloprˇícˇneˇ vu˚cˇi podstaveˇ dané osami x a y). Krok diskretizace je roven
0, 333, takže oblast bude pokryta 31×31×16 = 15376 uzly. Výpocˇet ukoncˇíme po 15 SCF
iteracích.
6.2.3.1 DFT Koeficient vlivu prˇedchozí iterace je roven α = 0, 5 a aproximace kore-
lacˇního potenciálu násobkem výmeˇnného potenciálu. Výsledná hodnota energie je rovna
E = −126, 9836 EH . Na obrázku 20 je znázorneˇna elektronová hustota v horizontálním
rˇezu procházejícím molekulou, prˇicˇemž podélná osa molekuly leží v rovineˇ rˇezu.
Obrázek 20: Hartreeho aproximace elektronové hustoty molekuly kyslíku
Na obrázku vidíme, že vazbu mezi atomy tvorˇí pouze neˇkolik elektronu˚ (ve skutecˇnosti
4). Zbývající elektrony se koncentrují v blízkém okolí nukleonu˚. Vazba mezi atomy je
delší než u molekuly vodíku (výrazneˇ teˇžší nukleony se více odpuzují). V souvislosti
s tím mu˚žeme pozorovat, narozdíl od molekuly vodíku, jisté "zúžení"v elektronové hus-
toteˇ uprostrˇed mezi atomovými jádry. Pru˚beˇh konvergence energie je zobrazen na násle-
dujícím obrázku.
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Obrázek 21: Graf konvergence energie základního stavu molekuly kyslíku
Na grafu konvergence energie si mu˚žeme všimnout jistého zákmitu prˇed dosažením sta-
bilní hodnoty. To souvisí s volbou koeficientu α. Tuto problematiku si rozebereme u další
molekuly. Další obrázky výsledné elektronové hustoty jsou uvedeny v prˇíloze E.
6.2.3.2 Aproximace korelacˇního potenciálu Podívejme se, jak volba aproximace ko-
relacˇního potenciálu ovlivnˇuje výslednou energii. Vstupy algoritmu jsou stejné jako v prˇed-
chozím odstavci. V následující tabulce jsou uvedeny hodnoty vypocˇtené energie v závis-
losti na zvolené aproximaci.
Zvolená aproximace Energie zákl. stavu
Násobek Vx −126, 9836
Wignerova aproximace −121, 9347
Hedinova-Lundqvistova aproximace −122, 2257
Ceperleyho-Alderova aproximace −122, 1953
Tabulka 8: Hodnota vypocˇtené energie v závislosti na použité aproximaci Vc
Vidíme, že rozdíly mezi vypocˇtenými energiemi jsou v rˇádu jednotek procent. Nelze však
urcˇit, která aproximace je obecneˇ nejlepší. Záležet zde mu˚že na geometrii molekuly a
dalších faktorech.
6.2.4 Molekula vody
Molekula vody se skládá ze trˇí atomu˚. Na jeden atom kyslíku jsou zde navázány dva
atomy vodíku. Cˇásticový systém tvorˇí trˇi atomová jádra s protonovými cˇísly Z1 = Z2 =
1, Z3 = 8 a deset elektronu˚. Vzdálenost mezi jádrem atomu kyslíku a atomu vodíku je
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1, 81 a0. Úhel, který vazby kyslík-vodík svírají, je roven α = 104, 45◦. Soustava je znázor-
neˇna na následujícím obrázku.
Obrázek 22: Molekula vody
Nyní prˇistoupíme k numerickému výpocˇtu elektronické struktury molekuly. Ze stej-
ných du˚vodu˚ jako u molekuly kyslíku použijeme pouze DFT metodu. Jako výpocˇetní ob-
last zvolme kvádr o stranách 10× 10× 5 s hranami rovnobeˇžnými se sourˇadnými osami
a jedním vrcholem v pocˇátku. Sourˇadnice nukleonu˚ jsou [4; 4; 2, 5] (kyslík), [5, 81; 4; 2, 5]
a [3, 55; 5, 75; 2, 5] (atomy vodíku). Krok diskretizace je roven 0, 25, takže oblast bude po-
kryta 33× 33× 21 = 22869 uzly. Výpocˇet ukoncˇíme po 15 SCF iteracích.
6.2.4.1 DFT Koeficient vlivu prˇedchozí iterace je roven α = 0, 5 a aproximace kore-
lacˇního potenciálu násobkem výmeˇnného potenciálu. Výsledná hodnota energie je rovna
E = −65, 1788 EH . Na obrázku 23 je znázorneˇna elektronová hustota v horizontálním
rˇezu procházejícím molekulou (obeˇ spojnice nukleonu˚ kyslík-vodík leží v rovineˇ rˇezu).
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Obrázek 23: Hartreeho aproximace elektronové hustoty molekuly vody
Na obrázku hustoty opeˇt dominují elektrony pevneˇ vázané na atomové jádro kyslíku.
Dohromady 4 elektrony se podílejí na kovalentních vazbách, což lze pozorovat jako "za-
krˇivení" na grafu elektronové hustoty (pokud by atomy neinteragovaly, kopírovaly by
vrstevnice hustoty povrchy koulí se strˇedy v nukleonech). Další obrázky výsledné elek-
tronové hustoty jsou uvedeny v prˇíloze E.
6.2.4.2 Volba koeficientu vlivu prˇedchozí iterace Práveˇ prˇi výpocˇtu elektronické
struktury molekuly vody se objevily nežádoucí oscilace mezi více energetickými hodno-
tami a bylo nutné do výpocˇtu zahrnout koeficient α vlivu prˇedchozí iterace. Následující
grafy znázornˇují pru˚beˇh výpocˇtu energie v 15 iteracích SCF pro ru˚zné hodnoty α.
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Obrázek 24: Konvergence energie základního stavu molekuly vody prˇi α ∈ (0; 0, 5⟩
Obrázek 25: Konvergence energie základního stavu molekuly vody prˇi α ∈ (0, 5; 1⟩
Z grafu˚ je patrné, že s rostoucím koeficientem α klesá stabilita SCF algoritmu. Experiment
ukázal, že pro hodnoty α menší nebo rovny prˇibližneˇ 0, 85 nakonec došlo ke konvergenci
k požadované hodnoteˇ energie (i když u krajních hodnot byla pomalejší). U vyšších hod-
not algoritmus nekonvergoval vu˚bec. Problém je, že nelze jednoduše a priori urcˇit, jaká je
nejvhodneˇjší hodnota koeficientu α. U ru˚zných cˇásticových systému˚ se navíc mu˚že opti-
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mální hodnota výrazneˇ lišit. Vhodným rˇešením je spustit algoritmus s neˇjakou pocˇátecˇní
hodnotou α a pokud dojde k oscilacím energie, algoritmus se restartuje s nižší hodnotou.
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7 Záveˇr
Hlavním cílem práce bylo seznámit se s metodami modelování elektronických struk-
tur, charakterizovat je a provést jejich implementaci. V úvodu jsme se veˇnovali základ-
ním pojmu˚m kvantové mechaniky a jednoduchým úlohám. Následoval popis aproxi-
mací vícecˇásticové Schrödingerovy rovnice. Poté byly vybrané metody implementovány
v Matlabu a byly provedeny experimenty na testovacích prˇíkladech. Jako prˇíklad byly
zvoleny jednoduché, ale reálné cˇásticové systémy - atom helia, molekuly vodíku, kyslíku
a vody. U teˇchto prˇíkladu˚ bylo možné ješteˇ provádeˇt výpocˇty na beˇžném stolním pocˇítacˇi
prˇi relativneˇ dobré prˇesnosti. Spolu s implementací a testováním bylo zapotrˇebí vyrˇešit
neˇkolik problému˚ s konvergencí cˇi stabilitou algoritmu˚.
Prostor pro další práci v této oblasti je velmi široký. Zu˚staneme-li u implemento-
vaných metod, nabízí se u metody konecˇných diferencí naprˇíklad redukovat pocˇet vý-
pocˇetních uzlu˚ tím, že se u uzlu˚ dostatecˇneˇ vzdálených od nukleonu˚ prˇedepíše nulová
hodnota. Pro implementaci to znamená prakticky zmeˇnu prˇi sestavování matice laplaci-
ánu. Dalším zpu˚sobem, jak lze rˇešit Kohnovu-Shamovu rovnici je Galerkinova metoda
s vhodnou volbou báze. Mu˚že se jednat o bázi jednocˇásticových orbitalu˚ nebo rovinných
vln. Alternativou mu˚že být báze metody konecˇných prvku˚, kde by mohlo jít vhodneˇ
adaptovat sít’ výpocˇetních uzlu˚. U DFT výpocˇtu˚ jsme použili prakticky základní aproxi-
maci korelacˇního potenciálu LDA. K dalšímu zprˇesneˇní by vedlo použití du˚myslneˇjších
aproximací (LSDA, GGA a dalších). Pro veˇtší cˇásticové systémy je nezbytné algoritmy
dále zefektivnˇovat. Paralelizace kódu je prakticky nutná. K velkému zrychlení a snížení
pameˇt’ových nároku˚ vedou i tzv. pseudopotenciály (viz [4]), kdy se prakticky pocˇítá jen
s valencˇními elektrony. Zbylé elektrony jsou vázány na nukleony a vytvárˇejí urcˇitý po-
tenciál pro elektrony valencˇní.
Vedle SCF prˇístupu, který byl v práci použit, lze problémy formulovat také jako opti-
malizacˇní úlohy, kdy není prˇímo rˇešen problém vlastních cˇísel, ale rˇeší se úloha nalezení
funkce, která minimalizuje funkcionál energie.
V práci nebyla implementována Hartreeho-Fockova aproximace, jelikož je sestavo-
vání matic Roothaanových rovnic výpocˇetneˇ nárocˇné. Do metody lze však zahrnout ten-
zorové aproximace, které algoritmus znacˇneˇ zefektivní (viz [5]) a mohly by být rovneˇž
námeˇtem pro další práci.
Martin Mrovec
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A Odvození koeficientu˚ metody konecˇných diferencí vyšších
rˇádu˚
V této prˇíloze si ukážeme jeden z principu˚ odvození koeficientu˚ jednorozmeˇrné me-
tody konecˇných diferencí vyšších rˇádu˚ pro aproximaci druhé derivace funkce. Konkrétneˇ
odvodíme koeficienty metody cˇtvrtého rˇádu, u vyšších rˇádu˚ by se postupovalo analo-
gicky. U metody cˇtvrtého rˇádu vyjádrˇíme aproximaci druhé derivace funkce u v bodeˇ x
pomocí jejích hodnot ve cˇtyrˇech nejbližších diskretizacˇních uzlech, tj. v bodech x−2h, x−
h, x+ h, x+ 2h. V teˇchto bodech si aproximujeme funkci Taylorovým rozvojem do cˇtvrté
derivace a prˇevedeme první cˇlen rozvoje na levou stranu:
u (x+ h)− u (x) ≈ hdu (x)
dx
+
h2
2
d2u (x)
dx2
+
h3
6
d3u (x)
dx3
+
h4
24
d4u (x)
dx4
, (A.1)
u (x− h)− u (x) ≈ −hdu (x)
dx
+
h2
2
d2u (x)
dx2
− h
3
6
d3u (x)
dx3
+
h4
24
d4u (x)
dx4
, (A.2)
u (x+ 2h)− u (x) ≈ 2hdu (x)
dx
+ 2h2
d2u (x)
dx2
+
4h3
3
d3u (x)
dx3
+
2h4
3
d4u (x)
dx4
, (A.3)
u (x− 2h)− u (x) ≈ −2hdu (x)
dx
+ 2h2
d2u (x)
dx2
− 4h
3
3
d3u (x)
dx3
+
2h4
3
d4u (x)
dx4
. (A.4)
Tyto rovnice prˇenásobíme po rˇadeˇ neznámými koeficienty A,B,C,D. Hodnoty teˇchto
koeficientu˚ požadujeme takové, aby po secˇtení rovnic zu˚stala na pravé straneˇ pouze
druhá derivace u (na levé straneˇ pak dostaneme její aproximaci). Aplikací tohoto po-
žadavku na jednotlivé derivace dostaneme soustavu rovnic
Ah−Bh+ C · 2h−D · 2h = 0 (A.5)
A
h2
2
+B
h2
2
+ C · 2h2 +D · 2h2 = 1 (A.6)
A
h3
6
−Bh
3
6
+ C
4
3
h3 −D4
3
h3 = 0 (A.7)
A
h4
24
+B
h4
24
+ C
2
3
h4 −D2
3
h4 = 0 (A.8)
(A.9)
Soustavu mu˚žeme po úpraveˇ zapsat maticoveˇ
1 −1 2 −2
1 1 4 4
1 −1 8 −8
1 1 16 16
 ·

A
B
C
D
 =

0
2
h2
0
0
 . (A.10)
Vyrˇešením této soustavy dostaneme koeficienty
A = B =
4
3h2
, C = D = − 1
12h2
,
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což odpovídá koeficientu˚m uvedeným v tabulce 4 (v tabulce jsou uvedeny bez diskreti-
zacˇního kroku). Koeficient u cˇlenu u (x) získáme jako opacˇné cˇíslo k soucˇtu koeficientu˚
A,B,C,D.
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B Zdrojové kódy
Zdrojové kódy v Matlabu se nacházejí na prˇiloženém CD. Popišme si zde jednotlivé
naimplementované funkce:
• [ E, energyPlot, electronicChargeDensity, electronWaveFunctions ] = DFTFDM( area, h,
nucleiPositions, nrOfElectronsPerNucleus, alpha, correlationType, FDMOrder, nrOfIte-
rations ) - vypocˇte energii základního stavu a elektronovou hustotu prˇíslušného
systému cˇástic pomocí DFT s diskretizací metodou konecˇných diferencí. Vstupní
promeˇnné:
– area - rozsah oblasti Ω (naprˇ. [0, 10; 0, 10; 0, 5] je kvádr o rozmeˇrech 10× 10× 10
s vrcholem v pocˇátku),
– h - diskretizacˇní krok,
– nucleiPositions - pozice nukleonu˚ (naprˇ. [5.2, 4.2875, 2.51; 5.2, 5.7125, 2.51] udává
3D sourˇadnice dvou nukleonu˚),
– nrOfElectronsPerNucleus - pocˇet elektronu˚ v jednotlivých atomech, odpovídá
protonovým cˇíslu˚m nukleonu˚ (naprˇ. [1; 1]),
– alpha - koeficient vlivu prˇedchozí iterace,
– correlationType - typ aproximace korelacˇního potenciálu (prˇípustné hodnoty
jsou ’xa’,’w’,’hl’,’ca’),
– FDMOrder - rˇád konecˇných diferencí,
– nrOfIterations - požadovaný pocˇet iterací SCF.
Výstup:
– E - Kohnova-Shamova energie základního stavu,
– energyPlot - vektor energií vypocˇtených v jednotlivých iteracích,
– electronicChargeDensity - výsledná elektronová hustota,
– electronWaveFunctions - výsledné jednocˇásticové orbitaly.
• [ E, energyPlot, electronicChargeDensity, electronWaveFunctions ] = HartreeApproximati-
onFDM( area, h, nucleiPositions, nrOfElectronsPerNucleus, FDMOrder, nrOfIterations )
- vypocˇte energii základního stavu a elektronovou hustotu prˇíslušného systému
cˇástic pomocí Hartreeho aproximace s diskretizací metodou konecˇných diferencí.
Vstupní promeˇnné:
– area - rozsah oblasti Ω (naprˇ. [0, 10; 0, 10; 0, 5] je kvádr o rozmeˇrech 10× 10× 10
s vrcholem v pocˇátku),
– h - diskretizacˇní krok,
– nucleiPositions - pozice nukleonu˚ (naprˇ. [5.2, 4.2875, 2.51; 5.2, 5.7125, 2.51] udává
3D sourˇadnice dvou nukleonu˚),
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– nrOfElectronsPerNucleus - pocˇet elektronu˚ v jednotlivých atomech, odpovídá
protonovým cˇíslu˚m nukleonu˚ (naprˇ. [1; 1]),
– FDMOrder - rˇád konecˇných diferencí,
– nrOfIterations - požadovaný pocˇet iterací SCF.
Výstup:
– E - Hartreeho energie základního stavu
– energyPlot - vektor energií vypocˇtených v jednotlivých iteracích,
– electronicChargeDensity - výsledná elektronová hustota,
– electronWaveFunctions - výsledné jednocˇásticové orbitaly.
• [ electronicChargeDensity, electronWaveFunctions ] = InitialElectronicStructure( nuclei-
Positions, nrOfElectronsPerNucleus, area, h ) - vygeneruje pocˇátecˇní aproximaci elek-
tronové hustoty a jednocˇásticových orbitalu˚ na základeˇ elektronového obalu atomu
vodíku. Vstupy:
– nucleiPositions - pozice nukleonu˚ (naprˇ. [5.2, 4.2875, 2.51; 5.2, 5.7125, 2.51] udává
3D sourˇadnice dvou nukleonu˚),
– nrOfElectronsPerNucleus - pocˇet elektronu˚ v jednotlivých atomech, odpovídá
protonovým cˇíslu˚m nukleonu˚ (naprˇ. [1; 1]),
– area - rozsah oblasti Ω (naprˇ. [0, 10; 0, 10; 0, 5] je kvádr o rozmeˇrech 10× 10× 10
s vrcholem v pocˇátku),
– h - diskretizacˇní krok.
Výstup:
– electronicChargeDensity - diskretizovaná elektronová hustota,
– electronWaveFunctions - diskretizované orbitaly.
• [ waveFunction ] = orbital( Z, n, l, m, center ) - Vrátí vlnovou funkci trˇí prostorových
promeˇnných vodíku podobného atomu. Vstupy:
– Z - protonové cˇíslo,
– n - hlavní kvantové cˇíslo,
– l - vedlejší kvantové cˇíslo,
– m - magnetické kvantové cˇíslo,
– center - vektor udávající strˇed atomu.
• [M] = finiteDifferenceLaplaceMatrix(dimm, lengths, steps, order) - sestaví matici metody
konecˇných diferencí daného rˇádu. Vstupy:
– dimm - pocˇet dimenzí úlohy,
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– lengths - rˇádkový vektor rozmeˇru˚ oblasti,
– steps - diskretizacˇní kroky v jednotlivých dimenzích,
– order - rˇád konecˇných diferencí.
• [Vn] = coulombPotentialMatrix(dimm, dimVectors, nucleiPositions,nrOfElectronsPer-
Nucleus) - sestaví diagonální matici potenciálu Ven. Vstup:
– dimm - pocˇet dimenzí úlohy,
– dimVectors - pole buneˇk, kdy každá bunˇka obsahuje vektor s body diskretizace
v dané dimenzi (naprˇ. {x′, y′, z′}),
– nucleiPositions - pozice nukleonu˚ (naprˇ. [5.2, 4.2875, 2.51; 5.2, 5.7125, 2.51] udává
3D sourˇadnice dvou nukleonu˚),
– nrOfElectronsPerNucleus - pocˇet elektronu˚ v jednotlivých atomech, odpovídá
protonovým cˇíslu˚m nukleonu˚ (naprˇ. [1; 1]).
• [Vh] = hartreePotentialMatrix(dimm, dimVectors, electronicChargeDensity, integrationE-
lement) - sestaví diagonální matici Hartreeho potenciálu VH . Vstup:
– dimm - pocˇet dimenzí úlohy,
– dimVectors - pole buneˇk, kdy každá bunˇka obsahuje vektor s body diskretizace
v dané dimenzi (naprˇ. {x′, y′, z′}),
– electronicChargeDensity - diskretizovaná elektronová hustota uložená v n-rozm.
poli, kde n = dimm,
– integrationElement - velikost elementu integrace (naprˇ. hn prˇi ekvidistantním
deˇlení).
• [Vxc] = exchangeCorrelationPotentialMatrix(dimm, dimVectors, electronicChargeDensity,
correlationType )
– dimm - pocˇet dimenzí úlohy,
– dimVectors - pole buneˇk, kdy každá bunˇka obsahuje vektor s body diskretizace
v dané dimenzi (naprˇ. {x′, y′, z′}),
– electronicChargeDensity - diskretizovaná elektronová hustota uložená v n-rozm.
poli, kde n = dimm,
– correlationType - typ aproximace korelacˇního potenciálu.
• exchangePotentialFunction() - vrátí funkci výmeˇnného potenciálu UEG závislou na
hustoteˇ,
• correlationPotentialFunction(type) - vrátí funkci korelacˇního potenciálu UEG závislou
na hustoteˇ. Vstupem je typ aproximace korelacˇního potenciálu.
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C Vlnové funkce 3D potenciálové jámy
V této prˇíloze jsou zobrazeny grafy analyticky vypocˇtených vlnových funkcí 3D po-
tenciálové jámy - kapitola 3.2.1.
(a) 1, 1, 1 (b) 1, 1, 2
Obrázek 26: Vlnová funkce energetické hladiny s kvantovými cˇísly 1, 1, 1 a 1, 1, 2
(a) 1, 2, 1 (b) 2, 1, 1
Obrázek 27: Vlnová funkce energetické hladiny s kvantovými cˇísly 1, 2, 1 a 2, 1, 1
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(a) 1, 2, 2 (b) 2, 2, 1
Obrázek 28: Vlnová funkce energetické hladiny s kvantovými cˇísly 1, 2, 2 a 2, 2, 1
(a) 2, 1, 2 (b) 1, 1, 3
Obrázek 29: Vlnová funkce energetické hladiny s kvantovými cˇísly 2, 1, 2 a 1, 1, 3
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(a) 1, 3, 1 (b) 3, 1, 1
Obrázek 30: Vlnová funkce energetické hladiny s kvantovými cˇísly 1, 3, 1 a 3, 1, 1
(a) 2, 2, 2 (b) 3, 2, 1
Obrázek 31: Vlnová funkce energetické hladiny s kvantovými cˇísly 2, 2, 2 a 3, 2, 1
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D Orbitaly atomu vodíku˚
V této prˇíloze si uvedeme grafy vybraných orbitalu˚ atomu vodíku na ru˚zných energe-
tických hladinách. Varianty teˇchto funkcí se používají jako pocˇátecˇní aproximace u DFT
cˇi Hartreeho metody prˇi aplikování SCF prˇístupu. Lze si povšimnout urcˇité podobnosti
s rˇešeními 3D potenciálové jámy.
(a) n = 1, l = 0, m = 0 (b) n = 2, l = 0, m = 0
Obrázek 32: Orbitaly atomu vodíku
(a) n = 2, l = 1, m = −1 (b) n = 2, l = 1, m = 0
Obrázek 33: Orbitaly atomu vodíku
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(a) n = 2, l = 1, m = 1
Obrázek 34: Orbitaly atomu vodíku
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E Elektronové hustoty a orbitaly Hartreeho aproximace a DFT
E.1 Atom helia
Obrázek 35: Elektronová hustota atomu helia vypocˇtená pomocí DFT
Obrázek 36: Elektronová hustota atomu helia vypocˇtená pomocí Hartreeho aproximace
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E.2 Molekula vodíku
Obrázek 37: Elektronová hustota molekuly vodíku vypocˇtená pomocí DFT
Obrázek 38: Elektronová hustota molekuly vodíku vypocˇtená pomocí Hartreeho aproxi-
mace
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E.3 Molekula kyslíku
Obrázek 39: Elektronová hustota molekuly kyslíku vypocˇtená pomocí DFT
E.4 Molekula vody
Obrázek 40: Elektronová hustota molekuly vody vypocˇtená pomocí DFT
